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2
Вступление

 Почти каждый воспитанник нашего районного физико-математического кружка выполняет исследовательскую работу по математике, с результатами которой выступает на конференциях разного уровня: начиная с районных и заканчивая российскими. Мы тоже относимся к этим старшеклассникам, которые пишут исследовательские работы. Кроме этого, мы участвуем в олимпиадах по математике. В ходе подготовки к которым, самостоятельно читаю дополнительную литературу и решаю различные математические задачи. В ходе одного из таких занятий нам встретилась задача, которая как, выяснилось позже из другого литературного источника, была представлена на школьном этапе всероссийской олимпиады в начале 90-х годов прошлого столетия. Так как эта задача оказалась одновременно интересной и очень сложной, мы сообщили научному руководителю, что хотим провести исследование этой задачи. Руководитель дал добро и снабдил нас необходимой научной литературой. В связи с вышеизложенным перед нами возникли следующие задачи:   

1) Изучить тему, связанную со скалярным произведением векторов, а также выводы и следствия из этой темы.
2) С темой связанной с практическим применением векторной алгебры решения уравнений, неравенств и их систем.
3) Тему производной функции и о её прикладном применении, при решении задач на максимумы и минимумы функции. 

4) Решить данную задачу.
5) Обобщить результаты полученные в результате решения задачи и доказать теорему об этом в общем виде.
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2.1. Прежде чем оформить результаты нашей исследовательской деятельности запишем формулировку самой задачи: “Среди всех решений 
(x; y; z; u)    x^2+y^2=4
                     z^2+u^2 =9

                     x*u+y*z>=6
Найдите такие, при которых выражение x+z принимает наибольшее значение.”
Естественно решение этой задачи, выполненное авторами этой задачи, мы нашли, но оно нам не очень понравилось, т.к оно базировалось на сложных теоремах тригонометрических функций. Замечательно то, что нам удалось решить её своим способом на принципах векторной алгебры. Но перед этим мы пытались определиться с фактом корректности задачи, нам удалось угадать несколько частных решений этой задачи, к примеру:
 x=0   y=2   z=3   u=0

 x=2   y=0   z=0   u=3

 x=0   y=-2  z=-3  u=0

 x=-2  y=0  z=0    u=-3
 x=2   y=2  z=4,5   u=4,5

 x=2   y=-2  z=-4,5  u=4,5

 x=-2  y=2   z=4,5  u=-4,5

 x=-2  y=-2  z=-4,5  u=-4,5

Эти полученные результаты отнюдь не означали, что мы нашли решение задачи, а подтвердили, что задача является корректной и имеет решение. Продемонстрируем процесс прохождения решения задачи удовлетворяющим данным уравнением
                                              Рассмотрим два вектора
  →             →
   a (x; y) ;   b(u; z)

                           Найдём скалярное произведение этих векторов   
  →→                   
   a*b= x*u +y*z 
             →                                                                →

Найдём a=√a^2=√(x^2+y^2)                                   b=√b^2=√(u^2+z^2)
                                       →→   →→

Известно соотношение a*b≤ǀaǀ*ǀbǀ; (1)

                               →→            →                   →

Из условия задачи a*b≥6;     ǀaǀ=√4=2;          ǀ bǀ=√9=3;

                                         →→ 

Тогда (1) запишется:  6≤a*b≤6;  (2)

                                                     → →           → →        → → → →

Из неравенства (2) следует, что a*b =6; но ǀaǀ*ǀbǀ=6=> a*b=ǀaǀ*ǀbǀ(3)

Из геометрии известно, что равенство(3) выполняется лишь тогда, когда 
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              →  →

векторы a и b – коллинеарные (они ненулевые). А у коллинеарных векторов координаты пропорциональны x/u = y/z   c=/0 t>0 

 u=x/t   ; z=y/t 

 t^2+u^2=9;   x^2/t^2+y^2/t^2= 9*(x/2+z/3)/ 2≤√((x^2/4+z^2/9)/2)
x^2+y^2=t^2*9

u=t^2*9; t^2=4/9 ; t=2/3>0
u=x/2/3=3/2*x ; z=3/2*y
x=2u/3  значение x*u+y*z≥6;  x*3/2*x+z*2/3*z≥6 ; 3/2*x^2+2/3*z^2≥6

Наибольшее x^2+y^2= 9    3;0; 2; √8  2x^2=9  x^2=4,5;  x=√4,5
Наименьшее значение 3/2x^2 + 2/3*z^2=6; 9x^2+4*z^2≥36       x+2/3=2/3+3/2*y
x^2/4+z^2/9≥1                    9x^2+4z^2=36    f=t+z – максимальна  
4*z^2=36-9*x^2; z^2=9-(9/4) x^2;             z=3√(1-1/4*x^2);   z=3/2*√(4-x^2)  f=x+3/2*√(4-x^2)
f(x)= 1+3*(-2*x)/2 4-x^2; f1(x)=1-3*x/ 2 4-X^2
f1(x)=0; 2√(4-x^2)-3*x/2√(4-x^2)=0     

2*√(4x^2)= 3*x; 4*(4x^2)=9*x^2; 16-4x^2=9x^2;       16=13x^2; x^2=16/13;  x=4/√13;  x^2= 16/13  9x^2+4z^2=36   9*16+4z^2=36; 4z^2= 36-144/√13; 4z^2=168-144/13;
4z^2=324/13;  z^2=81/13; z=9/ 13; u=√(9-z^2); u=√(9-81/13)=117-81/13=36/13;
u=√(36/13)=6/√13;   x^2+y^2=4;  16/13+y^2=4; y^2=52-16/13=36;  y=√6/13

Ответ: z=9/√13; x=4/√13; u=6/√13; y=6/√13
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2.2. Исходя из структуры и всех данных задачи в совокупности, мы выяснили определенную закономерность между числами a,b,c, входящими в условие задачи, и решениями x,y,z и данной системы. Это позволило нам без особых затруднений составлять системы и находить их решения к примеру:
x^2+y^2=25

z^2+u^2=36

x*u+y*z>=30     z=36/√61   x=25/√61   u=30/√61   y=30/√61

x^2+y^2=49

z^2+u^2=64

x*u+y*z>=56     x=49/√113   y=56/√113  z=64/√113   u=56/√113  

Всё это позволило сформулировать теорему в общем виде. 

Теорема: Если в системе          x^2+y^2=a^2

                                                    z^2+u^2=b^2

                                                    x*y+z*u>=c  
с=a*b, то сумма x+z примет наибольшее значение, где x и z являются решением системы.
Решив данную олимпиадную задачу сможем выдвинуть гипотезу о том, что справедливым будет следующее утверждение: если числа x,y,u,z-положительны, то при выполнении системы 
 x^2+y^2=a^2
 z^2+u^2=b^2

 x*y+z*u>=c         u*c=a*b, то сумма (x+z) примет наибольшее значение при x=a^2/a^2+b^2 и z=b^2/a^2+b^2

                                                                                                           →           →

Докажем это утверждение: На плоскости возьмём два вектора m (x; y); n (u;z)

                                                                                 →→

Найдём скалярное произведение этих векторов m*n=x*u+z*y
               →                                      →

Найдём ǀmǀ=√(x^2+y^2)=√a^2=a;  ǀnǀ=√(z^2+u^2)=√b^2=b 

                                        →→    →   →

Известно соотношение m*n ≤ ǀmǀ*ǀnǀ(4)

x*u+z*y≤a*b; по условию: x*u+z*y≥c; a*b = c, тогда: c ≤ x*u+z*y ≤ c (5) 

Из неравенства (5) имеем: 
                     →→     →   →

x*u+z*y=c;  m*n=c; ǀmǀ*ǀnǀ=c;  Это возможно лишь тогда, когда ненулевые 
               → →

векторы m и n коллинеарные. У коллинеарных векторов координаты пропорциональны: x/u=y/z=t; x^2+y^2=a^2; u^2t^2+z^2t^2=a^2

u^2+z^2 = a^2/t^2, но u^2+z^2=b^2; a^2/t^2=b^2   a=t*b;   t/a=b 
с другой стороны: x^2+z^2t^2=a^2;  b^2/a^2+z^2*t^2/a^2=1

x^2/a^2+z^2/b^2=1

f=t+z - максимальна 

z^2/b^2=1-x^2/a^2;
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z=b/a a^2-x^2;   z=b/a a^2-x^2;
f1=1+b/a*1*-2x/2 a^2-x^2=1-bx/a a^2-x^2;   f1=0;  a a^2-x^2=b*x  a^2(a^2-x^2)=b^2x^2;     a^4-a^2x^2=b^2x^2; a^4=x^2(a^2+b^2);
x^2=a^4/a^2+b^2;  x=a^2/a^2+b^2,  тогда z=b/a;  a^2-x^2=b/a*a^2-a^4/a^2+b^2=b/a*a^2b^2/a^2+b^2=b/a*ab/a^2+b^2=b^2/a^2+b^2 
Полученная теорема позволяет за короткий промежуток времени решать похожие олимпиадные задачи.
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Заключение

Таким образом, нам удалось реализовать все цели и задачи, поставленные перед нами в процессе исследования, а именно:
1) Решить исследовательскую олимпиадную задачу своим способом используя принципы и методы векторной алгебры.
2) Выяснить закономерность между структурой исследуемой системы и получаемыми решениями.
3) Удалось обобщить эти  закономерности и сформулировать их в виде общей теоремы.
4) Удалось доказать эту теорему, подводя благоприятный итог своего исследования.
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