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ВВЕДЕНИЕ
Обучаясь в свободное от учебы в своей школе время в районном физико-математическом кружке, который функционирует в поселке Балезино на базе Балезинской средней школы №2, я узнала, что большая часть кружковцев кроме посещения занятий по математике и физике занимается исследовательской деятельностью по математике. Мне тоже стало интересно попробовать свои силы на этом поприще, т.к. до этого в своей родной школе я выполняла исследования, правда по другим предметам. Я поинтересовалась у своего руководителя, какую тему лучше выбрать. С учетом моего возраста и способностей, он порекомендовал проводить исследование на тему «Применение касательных к доказательству числовых неравенств». Я рискнула. Говорят, первый блин комом, но не в моем случае. Несмотря на то, что мною не было занято призового места, я не отчаялась. Выслушав все замечания и предложения высокоуважаемого жюри конференции, по возвращении домой я сразу принялась исправлять свои ошибки и недочеты.
В процессе выполнения исследования, а затем по его завершению, я поняла значимость, актуальность и уникальность своей работы, т.к. большинство учащихся старших классов нашей страны испытывают серьезные трудности в ходе доказательств числовых неравенств. Это в первую очередь связано с тем, что, к сожалению, нет единого подхода и единого алгоритма в ходе доказательства числовых неравенств: каждое неравенство в зависимости от своего вида или типа доказывается своими лишь ему присущими методами. Я же поставила себе цель найти универсальный и единый способ доказательства числовых неравенств независимо от их формы. 








ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ
Применение касательных к доказательству числовых неравенств
Продемонстрируем, как наш метод касательных позволяет доказывать числовые неравенства любой степени сложности. Но сначала следует отметить: решая задачи этим способом, вырабатывается алгоритм доказательства неравенств, а также формируется универсальный способ доказательства числовых неравенств. 
В отличие от прошлого года, я существенно усложнила свою исследовательскую работу. Во-первых, убрала из основной части задачи, демонстрирующие силу способа, по которому составляются уравнения касательных без применения производных. Во-вторых, в основной части работы я решила показать лишь наиболее сложные задачи, представленные на международных и федеральных олимпиадах ведущих стран мира (Канада, США, Австралия, Россия и др.)
Пример №1.
Доказать, что +≥, при условии, что a+b=1; 
=>a=b=
1) Рассмотрим функцию y= и составим уравнение касательной к этой кривой в точке x=;
y = ()*2 =                                                                                                                  A (
y = kx+b; 
 = *k + b
b =  - ; b = ;
kx +  -= 0
4kx + 1 -2k - 4= 0
(4kx - 2k) + (1 - 2x)*(1 + 2x) = 0
-2k*(1 - 2k) + (1 - 2k)*(1 + 2k) = 0
(1 - 2k)*(-2k - 4kx) = 0
x = ;   -2k - 2k = 0
            k = 0; b= ; y = ;
2)  ≥ ;          
3)                                                         + 
 = +≥Ч.Т.Д.
Пример №2.
((4), с.18, упр. 2.16., неравенство Коши) Пусть даны положительные числа a, b, c, d, такие, что a+b+c+d=4. Докажите неравенство:  +  +  +  ≥ 2
1) y = -                                                                                                                   A (1; )
y = kx + b;  = k + b; b =  - k
y = kx +  - k
 – kx -  + k = 0
 = 0
2 - 2k - 2kx - - 1 + 2k + 2k = 0
2k*(1 - x) + 2k*(1 - x) + (1 - ) = 0
(1 - x)*(2k + 2k + 1 + x) = 0
x = 1; 2k + 2k + 1 + x = 0
         2*1*k + 2k + 1 + 1 = 0
         2k + 2k + 2 = 0
         4k = -2
k = -; => b = 1;
2) ≥-x + 1;
 (
+
)3)                                               
                                                   ≥ - c + 1
                                                   ≥ - d + 1
                                                 = +++ ≥ -a + 1 - b + 1 - c + 1 - d + 1
+++ ≥ -a + b + c + d) + 4
+++ ≥ -*4 + 4
+++ 2                                                                                              Ч.Т.Д.

Пример №3.
((7), с.55, упр.3.1.5.Pham Kim Hung, неравенство Чебышева) Пусть даны положительные числа a, b, c, dтакие, что a + b + c + d = 4; Докажите неравенство:
  +  +  +  ≤ 
1) y = ;                                                                                                                A (1; )
y = kx + b;  = k + b; b =  - k;
y = kx +  - k
 – kx -  + k = 0
12 - 12kx*( + 11) -  – 11 + 12k*( + 11) = 0
 (
+
)12 - 12k - 132kx -  – 11 + 12k + 132k = 0
12k*(1 - x) + 132k*(1 - x) + (1 - ) = 0
(1 - x)*(12k + 132k + 1 + x) = 0
x = 1; 12k + 132k + 1 + x = 0
12k + 132k + 1 + 1 = 0
144k + 2 = 0
k = ; b = ; 
y = -x + 
2) ≤ -x + 
3)                                                          ≤ -a + 
 (
+
) ≤ -b + 
 ≤ -c + 
 ≤ -d + 
                                                        = +++≤-*(a+b+c+d)+
	+++ ≤                                                                                Ч.Т.Д.

Пример №4.
 +  +  > 2                                                                                            A(
y = : x =  => y = 
a + b + c = 1, a = b = c = 
y = kx + b;  = k + b; b =  -  k;
y = kx +  - k;
 =  kx +  - k; x = 
 = kx +  - k
 - = *k*(x - ) = 0
=*k(x - ) = 0
 -*k(x - ) = 0
 -  *k(x - ) = 0 
 - *k(x - ) = 0
*( - k)=0
x = ;  - k = 0
k = ; k = ; k = ;  = ; k = 
y = x +  - ; y = x+ ; y = x + 
Подставляя вместо x = , получим, что касательная больше функции:
 ≥ x + 
 ≥ a + 
 (
+
) ≥ b + 
 ≥ c + 
 + ≥ c +  > 2

Пример №5. (Национальная математическая олимпиада Канады, 2002 г., с. 108, задача 3.59, неравенство Мюрхеда)
 +   +  ≥ a + b + c; abc = 1
 +  +  ≥ a + b + c
 +  +  ≥ a + b + c
y =  – x;                                                                                                                      A(1;0)
y = kx + b; 0 = k +b; -k = b; k = -b;
y = kx - k
kx – k -  + x = 0
k(x - 1) –x( - 1) = 0
k(x - 1) –x(x - 1)( + x + 1) = 0
(x - 1)(k -  -  - x) = 0
x = 1 или k -  -  - x = 0
k – 1 – 1 - 1 = 0
k = 3; => b = -3; =>
y = 3x - 3
 – x ≥ 3x - 3
 (
+
) – a ≥ 3a - 3
 – b ≥ 3b - 3
 – c ≥ 3c - 3
 – a + – b + – c ≥ 3a - 3 + 3b – 3 + 3c – 3
 + + –a – b – c ≥ 3a + 3b + 3c - 9; 3a + 3b + 3c = 3(a + b + c)
≥ ;  ≥ 1
a + b + c ≥ 3; 3(a + b + c) ≥ 9; 3a + 3b + 3c – 9 ≥ 0
 + + – a – b – c ≥ 0
 + + ≥ a + b + c                                                                                                  Ч.Т.Д.
Пример №6. (Всероссийская математическая олимпиада, заключительный этап, 2003г., 9-й класс, задача 6, с. 93, С.Берлов)
a + b + c = 1
 +  +  ≥  +  + 
y =  - ; 
y = kx+b; 0 = k + b; b = -k; k = -3b;
y = kx - k;
 -  – kx + k = 0
3(1 + x) - 6(1 - x) - 3kx(1 - ) + k(1 -  = 0
3 + 3x – 6 + 6x - k(1 - )(3x - 1) = 0
9x – 3 – k(1 - )(3x - 1) = 0
3(3x – 1) – k(1 - )(3x - 1) = 0
(3x – 1)(3 – k + k) = 0
x =  или 3 – k + k = 0
3 – k +  = 0
28 – 8k = 0
k = ; b = -* = -;
y = x - 
y = (x - 
 -  ≥ (x - 

 (
+
) -  ≥ (a - 
 -  ≥ (b - 
 -  ≥ (c - 
 -  +  -  +  -  ≥ (a -  + (b -  + (c - 
 -  +  -  +  -  ≥ (a -  + b -  + c - )
 -  +  -  +  -  ≥ (a + b + c - 1)
 -  +  -  +  -  ≥ 0
 +  +  ≥  +  +                                                                                  Ч.Т.Д.
Пример №9. (Неравенство Коши)
Доказать, что   +  +  ≥ 3, если a + b + c = 1
 +  +  ≥ 3
y =                                                                                                                      A(; )
y = kx + b;  = k + b; b =  - k;
y = kx +  - k;
 – kx -  + k = 0
 – kx -  +  = 0
3 – 3kx - 3 + k = 0
3(- ) - k(3x – 1) = 0
 - k(3x – 1) = 0
 + k(1 – 3x) = 0
(1 – 3x)( + k) = 0
1 – 3x = 0      или      + k = 0
                                 x =  + k = 0
                                  k = - 
                                  k = 
                                  k = - 3*2* *; k = - = - 9
y = - 9x +  + 3
y = - 9x + 
 ≥ - 9x + 
 ≥ - 9 + 
 ≥ - 9b + 
 ≥ - 9c + 
 +  +  ≥ - 9 +  - 9b +  - 9c + 
 +  +  ≥ - 9(a + b + c) + 12
 +  +  ≥ 3

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом мне удалось справиться с поставленными целями и задачами:
1. Составила касательные к различным кривым линиям.
2. Составила единый алгоритм решения числовых неравенств.
3. Решила 5 задач различных уровней сложности, взятых с международных и Всероссийских олимпиад по математике, следуя составленному мною алгоритму.
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ПРИЛОЖЕНИЕ №1
К ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОЙ РАБОТЕ «ПРИМЕНЕНИЕ КАСАТЕЛЬНЫХ К ДОКАЗАТЕЛЬСТВУ ЧИСЛОВЫХ НЕРАВЕНСТВ»
Составление касательных к различным кривым линиям
Прежде чем использовать касательные к процессу доказательства числовых неравенств, я приложила немало сил и времени на составление уравнений касательных к различным кривым линиям, часто встречающимся в школьном курсе математики:
· Параболе
· Гиперболе
· Окружности
· Кубической параболе
Причем эти исследования проведены в двух направлениях: 
1. касательная проводится через точку, расположенную на кривой линии (А)
2. касательная проводится через точку, расположенную вне кривой линии (В)
В данной исследовательской работе я указала лишь составление касательных к параболе, т.к. существует регламент о максимальном количестве страниц в работе. Построение касательных к другим кривым линиям я указала в Приложении №1 моей исследовательской работы.
1. y = - + 4x – 2                                       A (-2; -14)
-14 = - + 4*( -2) – 2
-14 = -4 – 8 – 2 
-14 = -14 (и)
y = kx + b; 
-14 = -2k + b; b = -14 + 2k
y = kx – 14 + 2k
- + 4x - 2 = kx - 14 + 2k
-  + 4x – 2 – kx + 14 - 2k = 0
-  + x*(4 - k) + 12 - 2k = 0 
D =  - 4*(-1)*(12 - 2k) =
16 - 8k +  + 48 - 8k = - 16k + 64 =
- 16k + 64 – приравняем к нулю:
- 16k + 64 = 0
D = 256 - 256 = 0
= 16/2 = 8, =>                       y = 8x – 14 + 16
y = 8x + 2

2. y =  + 5x - 6                                                                                                       B (0;-10) 
y = kx + b; b = -10
y = kx - 10
 + 5x – 6 = kx - 10
 + 5x - 6 - kx + 10 = 0
 + x*(5 - k) + 4 = 0
D = - 4*4 = 25 - 10k + - 16
 - 10k + 9 = 0
D = 100 - 4*9 = 100 – 36 = 64(8)
k1 = (10 + 8)/2 = 9
k2 = (10 - 8)/2 = 1, =>
1. y=9x-10             2. y=x-10
1. y = 1/x                                                                                                                       A (1;1) 
y = kx + b; 1 = k + b; b = 1 - k
y = kx + 1 - k
1/x = kx + 1 - k
1/x - kx - 1 + k = 0
1 - k – x + kx = 0
-k + x*(k - 1) + 1 = 0
k - x*(k - 1) – 1 = 0
D = -4*k*(-1) =  - 2k + 1 + 4k
 + 2k + 1 = 0
D = 4 - 4 = 0
k = -2/2= -1, =>
y = -x + 2 – уравнение касательной к гиперболе y = 1/x

2. y = 2/x                                                                                                                      B (4; 0)
y = kx + b; 0 = 4k + b; b = -4k
y = kx - 4k
2/x = kx - 4k; k - 4kx – 2 = 0; 
D = 0; 4 + 8 = 0; 12 = 0; k = 0; b = 0;
y = 0x + 0
y = 2/x;                                                                                                                         B (4; 0)
нет касательной

3. y = 2/x                                                                                                                     B (-4; 4)
y = kx + b; 4 = -4k + b; b = 4k + 4;
y = kx + 4k + 4;
2/x = kx + 4k + 4;
k + 4kx + 4x - 2 = 0;
k + (4k + 4)*x – 2 = 0
D=0;  - 4k*(-2) =
16 + 32k + 16 + 8k =
16 + 40k + 16 = 0
D = 1600 - 4*16*16 = 1600 – 1024 = 576 > 0
 = (-40 + 24)/32 = -1/2
 = (-40 - 24)/2 = -2
имеет две касательные



1. y =                                                                                                                       A (1; 1)
y = kx + b; 1 = k + b; b = 1 - k; y = kx + 1 - k;
 = kx + 1 - k; x = 
x = + 1 +  + 2kx - 2x - 2k
 + (2k - 2 - 1)*x + ( - 2k + 1) = 0
D= - 4*( - 2k + 1) = 0
4 + 4 + 1 - 8- 4k + 4- 4 + 8- 4 = 0
4- 4k + 1 = 0 
D = 16 – 16 = 0
k =   = ; y = x + ;  

2. y = ;                                                                                                                   B (-3; -1)
y = kx + b; -1 = -3k + b; b = 3k - 1;
y = kx + 3k - 1;
 = kx + 3k - 1; x =;
k + 9 + 1+ 6x - 2kx - 6k = x
 + (6 - 2k - 1)*x + (906k + 1) = 0
D=- 4(9 - 6k + 1) = 0;
36 + 4 + 1 - 24 - 12 + 4k - 36 + 24- 4 = 0 
-12 + 4k + 1 = 0
D = 16 + 48 = 64 > 0
 =  = ; 
 =  = - ;
две касательные

1. y =                                                                                                                        A (1; 1)
y = kx + b; 1 = k + b; b = 1 - k;
y = kx + 1 - k
 = kx + 1 - k;
 - 1- kx + k = 0;
 – 1 - k*(x - 1) = 0
(x - 1)*( + x + 1) -k*(x - 1) = 0;
(x - 1)*( + x + 1 - k) = 0
x = 1 или + x + 1 - k = 0; x = 1; k = 3;
y = 3x - 2;

2. y = ;                                                                                                                   B (-2; -8)
y = kx + b; -8 = -2k + b; b = 2k - 8;
y = kx + 2k - 8; y = 
 = kx + 2k - 8
- kx - 2k + 8 = 0
 + 8 - k*(x + 2) = 0
(x + 2)*( - 2x + 4) -k*(x + 2) = 0
(x + 2)*( - 2x + 4 - k) = 0
x = -2;  - 2x + 4 – k = 0; 4 + 4 + 4 – k = 0; k = 12
b = 24 – 8 = 16; 
y = 12x + 16;
1. y =  - 2 + 3x - 6;                                                                                          A (-1; -12)
y = kx + b; -12 = -k + b; b = k - 12;
y =kx + k - 12;
 - 2 + 3x - 6 = kx + k - 12;
 - 2 + 3x + 6 – kx – k = 0;
 +  - 3 - 3x + 6x + 6 - k*(x + 1) = 0;
*(x + 1) -3x*(x + 1) + 6*(x + 1) - k*(x + 1) = 0;
(x + 1)*(- 3x + 6 – k) = 0
x = -1;  - 3x + 6 – k = 0
x = -1; 1 + 3 + 6 – k = 0;
k = 10.
y = 10x - 2
2. y = x - 2;                                                                                                              A (4; 0)
y = kx + b; 0 = 4k + b; b = -4k;
y = kx - 4k;
x - 2 = kx - 4k;
2 = x - kx + 4k;
4x = 
4x =  +  + 16 - 2k + 8kx - 8x
( - 2k + 1)* + (8k - 8 - 4)*x + 16 = 0
D = 0; - 4*16*( - 2k + 1) = 0
64 + 64 + 16 - 128- 64k + 64 - 64 + 128- 64 = 0
64- 64 + 16 = 0;  = 0; 8k – 4 = 0
k = ; y = x - 2; 
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