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[bookmark: _Toc377225127]Введение 
	Треугольник является одной из основных геометрических фигур и обладает огромным количеством интересных, удивительных свойств. И, по всей видимости, далеко не все свойства еще открыты. 
	Изучая геометрию треугольника, я познакомилась с красивейшей теоремой Фейербаха, которая была сформулирована и доказана немецким учителем математики Карлом Вильгельмом Фейербахом в 1822 году. Формулируется теорема следующим образом: окружность девяти точек треугольника касается вписанной окружности и трех вневписанных окружностей. 
	Научный руководитель предложил мне заняться глобальной задачей – рассмотреть взаимное расположение точек Фейербаха бесконечной последовательности вписанных однотипных треугольников. Естественно, в силу сложности и большого объема рассмотреть такую задачу в одиночку за разумное время невозможно. 
	Во-первых, мы решили рассмотреть только внутреннюю точку Фейербаха – точку касания окружности девяти точек и вписанной окружности. Во-вторых, были рассмотрены только некоторые однотипные треугольники, последовательность которых вписана в исходный. 
	Цель работы – рассмотреть взаимное расположение внутренних точек Фейербаха бесконечной последовательности однотипных вписанных треугольников. 
Решаются следующие задачи:
1. Рассмотрение взаимного расположения точек Фейербаха вписанных серединных треугольников. 
2. Рассмотрение взаимного расположения точки Фейербаха исходного треугольника и прямой Фейербаха треугольника касаний. 
Некоторые замечательные элементы треугольников. Постановка задачи 
	С каждым треугольником связано большое количество замечательных точек, прямых и окружностей. Перечислим некоторые из них – те, что будут использованы в данной работе (рис.1). 
Окружность девяти точек — это окружность, проходящая через середины всех трёх сторон треугольника, основания высот и центры отрезков от вершин треугольника до ортоцентра[2]. 
Центроид треугольника (точка пересечения медиан) G, ортоцентр (точка пересечения высот) H, центр описанной окружности O и центр окружности девяти точек O9 лежат на одной прямой – прямой Эйлера[1]. 
Радиус окружности девяти точек равен половине радиуса описанной окружности. Центр окружности девяти точек лежит на прямой Эйлера точно в середине отрезка между ортоцентром и центром описанной окружности. Центроид G делит отрезок между центром описанной окружности O и ортоцентром H в отношении 1:2 (OG : GH = 1 : 2)[1]. 
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Рис.1. Основные элементы треугольника 

Расстояние между центрами вписанной и описанной окружностями треугольника определяется по формуле Эйлера: d2 = R2 – 2Rr[2].
Одна из замечательнейших теорем геометрии, которая увлекла меня и которой посвящена данная работа – теорема Фейербаха[2]: окружность девяти точек треугольника касается вписанной и трех вневписанных окружностей этого треугольника. Точки попарного касания вписанной и трех вневписанных окружностей с окружностью девяти точек называются точками Фейербаха.
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Рис.2. Теорема Фейербаха 
	
Прямую f, на которой лежат внутренняя точка Фейербаха и центры двух окружностей, будем называть прямой Фейербаха. 
Мне была предложена задача – рассмотреть последовательности точек Фейербаха вписанных треугольников. 
	В данной работе будут решены две задачи по этой теме: 
1. Взаимное расположение точек Фейербаха бесконечного количества серединных треугольников. 
2. Взаимное расположение точки Фейербаха исходного треугольника и прямой Фейербаха треугольника касаний. 
Последовательность точек Фейербаха серединных треугольников  
	Рассмотрим произвольный треугольник ABC. Пусть A1, B1, и C1 – середины его сторон. Тогда треугольник A1B1C1 называется серединным. Нетрудно доказать, то он подобен исходному, причем коэффициент подобия k = -1/2 (то есть, серединный треугольник получается из исходного уменьшением линейных размеров в два раза и поворотом на 180). При этом центры масс треугольников ABC и A1B1C1 совпадают (рис.3). 
При преобразовании треугольника ABC в треугольник A1B1C1 точка Фейербаха F перейдет в точку F1, повернувшись вокруг центроида G на 180. Так же получится, что F1G : FG = 1 : 2. Если теперь вписать серединный треугольник A2B2C2 в треугольник A1B1C1, то точка Фейербаха F2 будет расположена на прямой FF1 по другую сторону от точки G, что точка F1, причем, используя объяснение, данное ранее, F2G : F1G = 1 : 2.
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Рис.3. Последовательность точек Фейербаха серединных треугольников 

	Таким образом, точки Фейербаха вписанных друг в друга серединных треугольников лежат на одной прямой, проходящей через общий центроид треугольников G, причем точка Fi+1 лежит по другую сторону относительно центроида, нежели точка Fi, и Fi+1G : FiG = 1 : 2. 
Точки Фейербаха треугольника касаний  
	Теперь построим треугольник касаний  – его вершинами являются точки касания вписанной окружностью сторон треугольника. Назовем этот треугольник . 
При рассмотрении треугольника касаний я обратила внимание на следующий факт – точка Фейербаха F исходного треугольника либо лежит на прямой Фейербаха f1 треугольника касаний, либо находится вблизи нее – на расстоянии, значительно меньшем, нежели линейные размеры треугольника ABC. Я решила определить треугольники, удовлетворяющие первому условию – точка Фейербаха F лежит на прямой Фейербаха f1 треугольника касаний. 
Для этого сначала рассмотрим  и треугольник касаний  . Проведем биссектрисы  и . Докажем, что две эти биссектрисы пересекаются в точке , которая является серединой дуги , ближайшей к вершине B. Окружность, вписанная в , является описанной для ∆ (рис.4). Так как  – биссектриса, то дуги  и , на которые опираются равные углы  и , равны. С другой стороны, биссектриса  проходит через центр вписанной окружности (точку ). Легко доказать, что два треугольника  и  равны (по трем сторонам). А раз они равны, то и равны углы  и . Соответственно, равны дуги  и . Следовательно, биссектриса  проходит через середину дуги . А значит, две биссектрисы пересекаются в одной точке – в середине дуги . 
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Рис.4. Биссектрисы треугольника ABC и треугольника касаний 

Теперь докажем утверждение – прямая Фейербаха совпадает с биссектрисой треугольника, если этот треугольник равнобедренный (равносторонний), либо один из углов равен 60. 
Первый пункт утверждения доказывается элементарно – в равнобедренном треугольнике точка Фейербаха лежит в середине основания, совпадая с одной из вершин треугольника касаний. Треугольник касаний также является равнобедренным – биссектриса, проведенная из вершины к основанию – ось симметрии треугольника ABC. Поэтому прямая Фейербаха треугольника касаний совпадет с этой биссектрисой. 
Для доказательства второго утверждения проведем биссектрису . Предположим, что эта биссектриса совпадает с прямой Фейербаха (рис.5). 
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Рис.5. К решению задачи 2 

Если это так, то очевидно, что на этой биссектрисе лежит сама точка Фейербаха , центр вписанной окружности  и центр окружности девяти точек . А центр окружности девяти точек, кроме этого, лежит на прямой Эйлера. Точка  является серединой отрезка между центром описанной окружности и точкой пересечения высот . Из вершины  достроим два отрезка:  и . По известному свойству ортоцентра, что в любом треугольнике угол между радиусом описанной окружности и стороной равен углу между высотой и стороной (все они выходят из одной вершины), мы получаем, что углы  и  равны. А раз равны эти углы, то очевидно, что и равны углы  и . Тогда  является биссектрисой в  и в то же время медианой и высотой. Значит  равнобедренный и   – прямой. 
Нужно найти длину отрезка . Для этого рассмотрим два прямоугольных треугольника  и  и запишем для них теорему Пифагора. 
Для , для . Откуда получаем: 
.
Так как , то . По формуле Эйлера: , где  радиус описанной окружности, а  – радиус вписанной окружности. Так как радиус описанной окружности в два раза больше радиуса окружности девяти точек, то . . Обозначим  за  и составим уравнение: 
.
Раскроем скобки и упростим: 
.
Найдем дискриминант: 
.
Посчитаем корни:  и . 
	Первый корень не удовлетворяет условию задачи, а второй позволяет определить, что .  
Теперь докажем, что если , то . Треугольники  и  равнобедренные, так как  как отрезки касательных. Следовательно, .  можно выразить как , а ∠2 как .  обозначим как .  Отсюда выразим :  
Таким образом, точка Фейербаха F лежит на прямой Фейербаха f1 треугольника касаний. 
[bookmark: _Toc377225129]Заключение
Анализируя результаты работы, можно сделать следующие выводы: 
1. Рассмотрено взаимное расположения точек Фейербаха вписанных серединных треугольников. Доказано, что данные точи лежат на одной прямой, проходящей через общий центроид треугольников G, причем точка Fi+1 лежит по другую сторону относительно центроида, нежели точка Fi, и Fi+1G : FiG = 1 : 2. 
2. Рассмотрено взаимное расположение точки Фейербаха исходного треугольника и прямой Фейербаха треугольника касаний. Доказано, что данная точка лежит на прямой Фейербаха, если треугольник равнобедренный или один из углов составляет 60 
Список литературы
1. Коксетер Г., Грейтцер С. Новые встречи с геометрией. – М.: Наука, 1978. – 224 с.
2. Понарин Я. П. Элементарная геометрия: В 2 т. – Т. 1: Планиметрия, преобразования плоскости. — М.: МЦНМО, 2004. – 312 с. 


9

image1.png




image2.png




image3.png




image4.png




image5.png
o

NA




