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ВВЕДЕНИЕ
Обучаясь в 9 классе Балезинской СОШ № 3 (пос. Балезино, Балезинский район, Удмуртская Республика), я начала посещать занятия физико-математического кружка, расположенного в районном центре (п. Балезино), на базе Балезинской средней общеобразовательной школы    № 2.
Занимаясь там, я узнала то, что на кружке не только изучают различные темы по математике и физике, но и участвуют  в различных турнирах, олимпиадах и многое другое. Меня заинтересовала исследовательская деятельность. Я решила попробовать себя в этом направлении.
Мне понравилась тема, связанная с геометрическими неравенствами – «Неравенство Финслера - Хадвигера», так как оно имеет практический и прикладной характер: позволяет доказывать другие геометрические неравенства и решать другие геометрические задачи, в частности в которых разыскивается максимумы и минимумы тех или иных геометрических величин. Я считаю, что умение решать такие задачи поможет успешно сдать экзамен и более того пригодится в жизни, так как любая задача на максимумы и минимумы, в конечном счете, способствует формированию рационального поведения человека с точки зрения экономики.
Мне предстояло исследовать задачу о «Неравенстве Финслера – Хадвигера», проверить ее справедливость на частных примерах. А затем решить в общем виде, сделав соответствующие выводы по содержанию этой задачи.




ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ
Прежде чем доказать справедливость неравенства, носящего название в математике «Неравенства Финслера – Хадвигера», запишем это неравенство в общем виде: .И укажем названия всех геометрических величин входящих в данное неравенство: а, в, с - стороны произвольного треугольник АВС; S – площадь данного треугольника.
Доказательство данного неравенства осуществим по следующему принципу: 
1) сначала проверим справедливость неравенства на конкретных видах треугольников, с конкретными длинами их сторон; 
2) проверим истинность данного неравенства на конкретных видах треугольников, когда стороны заданы в общем виде;
 3) осуществим доказательство исследуемого неравенства в общем виде: для произвольного треугольника АВС, когда все его стороны заданы в общем виде; 
С учетом вышесказанного проверим исследование от более простых случаев к более общим в следующей последовательности:
 1) равносторонний треугольник;
 2) прямоугольный равнобедренный треугольник; 
3) прямоугольный треугольник; 
4) равнобедренный треугольник;
 5) разносторонний треугольник. 
Причем для каждого вида треугольника будем рассматривать два случая: с конкретно заданными сторонами (то есть стороны выражены конкретным числом) и когда стороны заданы буквенными выражениями (то есть в общем виде).


1) Задан равносторонний треугольник АВС 
Первый случай:
Длина основания равна двум;
[image: ]
Дано:
Треугольник  АВС – равносторонний
АВ = ВС = АС = а;      а = 2;
Доказать:

Доказательство:
Найдем высоту треугольника АВС:
H= = 
Найдем площадь этого треугольника:


Подставим найденные значения в нашу формулу:

4+4+4  4
12    (и)



Второй случай:
[image: ]
Дано:
Треугольник  АВС – равносторонний
АВ = ВС = АС = а; 
Доказать:

Доказательство:
Найдем высоту треугольника АВС :



Найдем площадь этого треугольника:



Подставим найденные значения в нашу формулу:


        

   (и)
Следовательно, наше неравенство справедливо

2) Задан равнобедренный прямоугольный треугольник АВС
Первый случай:
Длина катета равна четырем
[image: ]
Дано:
Треугольник  АВС – равнобедренный;
Угол А = 90
АВ = АС = а;      а = 4;
Доказать:

Доказательство:
Найдем площадь нашего треугольника:


Подставим найденное значение в нашу формулу:




     / : 16



[bookmark: _GoBack]   (и)

Второй случай:
[image: ]

Дано:
Треугольник  АВС – равнобедренный;
Угол А = 90
АВ = АС = а;      
Доказать:

Доказательство:
Найдем площадь треугольника АВС:






     / : 2



     / : (-1)



     (и)
Следовательно, наше неравенство справедливо


3) Задан прямоугольный треугольник АВС
Первый случай:
Длины катетов равны 3 и 4
[image: ]

Дано:
Треугольник  АВС – прямоугольный;
Угол С = 90
АС=4;  ВС=3;
Доказать:

Доказательство:
Найдем гипотенузу треугольника АВС:
= = 5
Найдем площадь этого треугольника:


Подставим найденные значения в нашу формулу:




     (и)
Второй случай:
[image: ]

Дано:
Треугольник  АВС – прямоугольный;
Угол С = 90
АС = а; ВС = а;     
Доказать:

Доказательство:
Введем новые переменные:




;     ;      ;   где - полупериметр треугольника АВС;

;

В искомом неравенстве нам предстоит заменить, через новые переменные х, у, z, - стороны а, в, с треугольника АВС и его площадь – S, пользуясь формулой Герона, мы получим: S = . Соответствующие квадраты сторон треугольника и сумма квадратов разности сторон, после преобразования получим неравенство: 





 :2     :2     :2
Складывая,  почленно это неравенство, мы получим требуемое.


4) Задан равнобедренный треугольник АВС
Первый случай:
Бедра равны пяти, основание восьми;
[image: ]
Дано:
Треугольник  АВС – равнобедренный;
ВС = АС = а;      а=8;
АВ=8
Доказать:

Доказательство:
Найдем высоту треугольника АВС:


Найдем площадь этого треугольника:


Подставим найденные значения в нашу формулу:




   (и)



Второй случай:
[image: ]


Дано:
Треугольник  АВС – равнобедренный;
ВС = АС =в; АВ=а;
Доказать:

Доказательство:








Подставим найденные значения в нашу формулу:



















     (и)
Следовательно, наше неравенство справедливо.


















[image: ]
Дано:
Треугольник  АВС - разносторонний ;
АВ=5, ВС =3, АС=4;
Доказать:

Доказательство:
Найдем периметр и полупериметр треугольника АВС:

, следовательно полупериметр будет равен 6;
Найдем площадь треугольника АВС:

;
Подставим найденные значения в нашу формулу:




     (и)


Второй случай:
[image: ]
Дано:
Треугольник  АВС - разносторонний;
АВ = в, ВС =а, АС = с;
Доказать:

Доказательство:
Введем новые переменные:




;     ;      ;   где - полупериметр треугольника АВС;

;

В искомом неравенстве нам предстоит заменить, через новые переменные х, у, z, - стороны а, в, с треугольника АВС и его площадь – S, пользуясь формулой Герона, мы получим:  S = . Соответствующие квадраты сторон треугольника и сумма квадратов разности сторон, после преобразования получим неравенство: 





 :2     :2     :2
Складывая,  почленно это неравенство, мы получим требуемое.
Следовательно, наше неравенство справедливо


ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, мне удалось справиться с поставленными целями и задачами:
1) Проверить корректность данной задачи, рассмотрев несколько частных случаев;
2)Решить задачу в общем виде для произвольного треугольника;
3)Сделать выводы;
4)Подобрать и разобрать олимпиадные задачи, решения которых базируется на результате моего исследования (см. в приложение).
Для этого пришлось, конечно, изучить дополнительную литературу, особенно о неравенствах и об их применении в прикладных задачах на максимумы и минимумы. 



ПРИЛОЖЕНИЕ К ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОЙ РАБОТЕ 
НА ТЕМУ «НЕРАВЕНСТВА ФИНСЛЕРА-ХАДВИГЕРА»

   Задача №1
Дано:
Треугольник АВС – произвольный; 
Доказать:

Верно ли изометрическое неравенство: S, где Р – периметр треугольника АВС; S – площадь того же треугольника;
Доказательство:




Преобразуя доказуемое неравенство, получим:  (1). Из нашего неравенства «Финслера - Хадвигера», получим:  (2).  Для доказательства (1) , достаточно доказать справедливость следующего неравенства:  


Заменим ;        Заменим ;   





;    ;     ;



Это верно, так как 

Покажем, что действительно, для сторон а, в, с треугольника АВС выполняется неравенство 






Действительно, по неравенству треугольника:   или ;  или  ;    или ;
Складывая почленно эти неравенства, мы получим:




Что и требовалось доказать.
   Задача №2
 Дано:
Треугольник АВС – произвольный;
Доказать:

Выполнение неравенства , для остроугольного треугольника АВС, с 

углами .
Доказательство:

Так как для остроугольного треугольника АВС выполняется неравенство: , где R – радиус описанной окружности. 
Используя теорему синусов, получим:



;     ;      ;       (1)
Выражая а, в, с и, подставляя в неравенство (1) получим: 

;     (5)


Используя тождество три раза, получим: 
Что и требовалось доказать.






Задача №3:
Дано:
Треугольник АВС – произвольный;
а, в, с – стороны треугольника АВС;
Доказать:

;
Доказательство:



В задаче №1 было показано, что , причем Это значит, что для треугольника АВС , имеющего ,  выполнится неравенство, у которого правая часть имеет более меньшее значение, чем у предыдущего неравенства.



;     ;     ;



    





     (1)


Пусть ,     ;


Тогда неравенство (1) примет вид:




По условию задачи 





              
Что и требовалось доказать.
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