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[bookmark: _Toc442611640]Введение 
Понятие площади фигуры на плоскости является одним из первейших в геометрии и играет большую роль в практических задачах физики, архитектуры и строительства, etc. В данной работе рассматриваются некоторые свойства площадей многоугольников, вписанных в другие многоугольники, на плоскости. 
Площадью называется величина, обладающая свойствами: 
1. Площадь фигуры равна сумме площадей составляющих ее частей 
2. Равные многоугольники имеют равные площади 
3. Площадь квадрата с единичной стороной равна единице 
	Пусть имеется выпуклый многоугольник, стороны которого разделены точками в некотором, например, одинаковом, отношении. Данные точки являются вершинами нового выпуклого многоугольника, который будем называть вписанным. 
	Цель работы – необходимо исследовать отношение площадей двух выпуклых многоугольников в зависимости от того, в каком соотношении вершины одного делят стороны другого. 
Решаются следующие задачи:
1. Определить отношение площадей треугольников, когда вершины одного делят стороны другого в отношении . 
2. Определить отношение площадей четырехугольников, когда вершины одного делят стороны другого в отношении . 
3. Определить отношение площадей двух k-угольников, когда вершины одного делят стороны другого в отношении . В связи с очевидной сложностью задачи, в первую очередь предлагается рассмотреть правильные многоугольники. 


1. [bookmark: _Toc442611641]Площадь треугольника, вписанного в произвольный треугольник
	Рассмотрим произвольный ΔАВС, разделим его стороны в одинаковом отношении: либо , либо , рис. 1а и 1б соответственно. Для определенности будем считать, что n ≥ 1, n R. 
	Соединив точки Р, N и Q, получим ΔPNQ. Площадь ΔАВС обозначим как S. Нужно определить отношение площадей ΔPNQ и ΔАВС в зависимости от n, т.е. некоторую функцию f3(n) =  (индекс «3» означает, что рассматривается отношение площадей треугольников). 
[image: D:\Школа\НПК-2016\Осина Ира\Ярославль\Рис. 1 .png]
Рис. 1. К решению задачи о соотношении площадей треугольников 
	
	Рассмотрим подробно решение первой задачи, геометрия которой представлена на рис. 1а. Оно основано на использовании теоремы о соотношении площадей треугольников, имеющих общий угол («если угол одного треугольника равен углу другого треугольника, то площади этих треугольников относятся как произведение сторон, заключающих равные углы») [1], и свойствах площадей [1,3]. Рассмотрим, например, ΔАВС и ΔАРQ – у них есть общий . Из указанной теоремы следует, что   =  =  =  = = . Аналогично и для соотношений площадей ΔPВN и ΔQCN к площади ΔАВС. Следовательно, . Площадь ΔАВС равна сумме площадей четырёх треугольников, т.е. . Отсюда можно выразить . . 
	График функции f3(n) представлен на рис. 3. 
	Если соотношение отрезков, на которые делятся стороны треугольника ABC, имеет вид , что представлено на рис. 1б, то аналогичные рассуждения приводят к результату: . 
Рассмотрим теперь задачу, в которой точки P, N и Q делят стороны ∆АВС в произвольных соотношениях: сторона АВ разделена точкой Р так, что  = ; сторона ВС разделена точкой N так, что ; сторона АС разделена точкой Q так, что  = , рис. 1в. Будем искать отношение . B ∆АВС и ∆АPQ есть общий . Тогда  =  = = = . Аналогично для ∆PBN и ∆QNC:  = ,   = . Площадь ΔABC складывается из площадей четырех треугольников: . Отсюда . Выполним преобразования: 

 
В качестве проверки можно использовать следующие рассуждения. Если , то . Числитель и знаменатель можно разложить по формулам сокращенного умножения. Тогда , что совпадает с полученным ранее результатом. 
2. [bookmark: _Toc442611642]Площадь четырехугольника, вписанного в произвольный четырехугольник
	Рассмотрим теперь выпуклый четырехугольник, стороны которого разделены в одинаковом отношении (рис. 2). . Нам необходимо определить отношение площадей четырехугольников NPQZ и ABCD.  Обозначим , тогда  (индекс «4» означает, что определяется отношение площадей четырехугольников). 
	
[image: D:\Школа\НПК-2016\Осина Ира\конкурс Вернадского\Рис. 2 .png]
Рис. 2. К решению задачи об отношении площадей четырехугольников
	
	Для определения функции  рассмотрим ΔABC и ΔACD. По аналогии с п.1, , . Точно так же из рассмотрения ΔBCD и ΔABD: , . Далее, , . Тогда . Площадь вписанного четырехугольника . Тогда  
	Графики функций  и  представлены на рис. 3. Там же указаны значения функций при первых десяти натуральных значениях  
	
[image: D:\Школа\НПК-2016\Осина Ира\конкурс Вернадского\Рис. 3 .png]
Рис. 3. Графики функций  и  
	Обе функции асимптотически стремятся к 1, что верно, так как при увеличении  площадь вписанного многоугольника стремится к площади описанного многоугольника. При  получаем решения двух известных задач: ΔNPQ, образованный средними линиями ΔABC – его площадь в четыре раза меньше площади описанного треугольника; и параллелограмм Вариньона, чья площадь составляет половину площади описанного четырехугольника. 
	Интересный частный случай задачи – четырехугольник, вписанный в параллелограмм. Нами были обнаружены несколько геометрических фактов, которые приведены в Приложении. 
3. [bookmark: _Toc442611643]Правильный k-угольник
	
	Для произвольного пяти- и более угольника решить поставленную задачу нам пока не удалось. Однако, можно получить формулу для отношения площадей правильных k-угольников, один из которых делит стороны другого в отношении . 
	Рассмотрим сначала правильный пятиугольник A1A2A3A4A5. Пусть  – длина стороны. Стороны пятиугольника разделены в одинаковом отношении  вершинами другого правильного пятиугольника B1B2B3B4B5 (рис. 4). При этом центры пятиугольников совпадают – т. O. 
	Необходимо определить функцию  – отношение площадей правильных пятиугольников. Для этого достаточно найти отношение площадей треугольников B1OB2 и A1OA2, то есть . 
[image: D:\Школа\НПК-2016\Осина Ира\Ярославль\Рис. 6 .png]
Рис. 4. К задаче о соотношении площадей правильных пятиугольников 
	
	Рассмотрим ΔA1OA2. По теореме косинусов . Так как , а , то получаем: . Теперь обратимся к ΔB1A2B2. По теореме косинусов . Так как , , то . В ΔB1OB2,  также по теореме косинусов, . Площадь этого треугольника . Тогда отношение площадей будет определяться выражением . 
	Те же рассуждения можно повторить для правильного k-угольника. Таким образом нами была получена функция 
, 
где учтено, что угол правильного k-угольника . 
	На рис. 5 показан график зависимости  от  и приведена таблица значений для различных аргументов , . 
	При  и  получаются функции  и  соответственно, выведенные ранее. 
	Интересно проанализировать поведение функции  при стремлении количества сторон к бесконечности. 
[image: D:\Школа\НПК-2016\Осина Ира\Ярославль\Рис. 8 .png]
Рис. 5. График функции  для натурального аргумента  

	Правильный многоугольник с бесконечным числом сторон – это окружность. Вписанный в нее многоугольник также является окружностью, причем они совпадают – и площади их равны. Так что должно быть . Действительно, с ростом  выражение   асимптотически стремится к 1, а значит, значение  стремится к 180. В свою очередь,  будет стремится к -1. В бесконечности . 
	Интересно, что вид исследуемой функции одинаков для правильных и неправильных треугольников и четырехугольников. 
	


[bookmark: _Toc377225129][bookmark: _Toc442611644]Заключение
Анализируя результаты работы, можно сделать следующие выводы: 
1. Определено соотношение площадей треугольников, когда вершины одного делят стороны другого в отношении : . Если стороны треугольника делятся в разных отношениях, то  . 
2. Определено отношение площадей четырехугольников, когда вершины одного делят стороны другого в отношении : . Однако остается нерешенной обратная задача для параллелограмма – если вписанный четырехугольник является параллелограммом, то обязательно ли описанный четырехугольник также параллелограмм. 
3. Решена задача для правильного k-угольника. Получена функция . Решение задачи о произвольном k-угольнике пока не найдено. 
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[bookmark: _Toc442611646]Приложение 

	В данном Приложении приведены с доказательствами несколько интересных (в рамках исследуемой проблемы) геометрических фактов о параллелограмме. 
1. Четырехугольник, вершины которого делят стороны параллелограмма в одинаковом отношении , также является параллелограммом. Для доказательства этого рассмотрим рис. 6. ΔNBP = ΔQDZ по первому признаку равенства треугольников (BP = DZ, BN = DQ, ). Значит, PN = QZ. Также из равенства треугольников ANZ и CQP следует, что NZ = QP. А это означает, что четырехугольник NPQZ является параллелограммом. 
	Обратное утверждение не обязательно верно. Если , то вписанный четырехугольник будет параллелограммом для любого четырехугольника ABCD – теорема Вариньона. Но вопрос о том, можно ли вписать параллелограмм в произвольный четырехугольник, если его стороны разделены в отношении , , пока нами не решен. 
[image: D:\Школа\НПК-2016\Осина Ира\конкурс Вернадского\Рис. 4 .png]
Рис. 6. К задаче о четырехугольнике, вписанном в параллелограмм 
	
2. Диагонали параллелограмма ABCD делят стороны вписанного параллелограмма NPQZ в соотношении . Действительно, обратимся снова к рис. 6.  . Рассмотрим теперь ABD и BPE, имеющие по равному углу, . Значит, . Аналогично из рассмотрения ABD и NBE: . Тогда . 
3. Диагонали параллелограммов ABCD и NPQZ пересекаются в одной точке. 
	Для доказательства этого воспользуемся следующим приемом. Пусть параллелограммы ABCD и NPQZ совпадают, рис. 7а). Сдвинем вершины параллелограмма NPQZ вдоль сторон BC и AD так, что теперь они будут делить соответствующие стороны в отношении , рис. 7б). Четырехугольник NPQZ останется параллелограммом, так как PQ = NZ как равные доли равных сторон BC и AD, и PQǁNZ. Соответственно, диагонали PZ и NQ пересекаются в т.O. Теперь сдвинем вершины N и Q вдоль сторон AB и CD, чтобы они делили соответствующие стороны в отношении , 7в). В п.1 Приложения доказано, что четырехугольник NPQZ – параллелограмм. Т.O является серединой диагонали PZ, а значит, будет серединой диагонали NQ. 
	
[image: D:\Школа\НПК-2016\Осина Ира\Ярославль\Рис. 9 .png]Рис. 7. К доказательству утверждения 3. 
4. Если расположить вершины параллелограмма NPQZ, как показано на рис. 8, то отношение площадей , то есть не зависит от . 
	
[image: D:\Школа\НПК-2016\Осина Ира\Ярославль\Рис. 5 .png] 
Рис. 8. Способы деления сторон параллелограмма 
	
	Для примера рассмотрим рис. 8а). Здесь . Площадь параллелограмма ABCD обозначена как .  
Площади треугольников NBP, PCQ, QDZ и AZN можно выразить через площадь параллелограмма, стороны которого  и : . Аналогично получаем , , . . При этом, так как противоположные углы параллелограмма равны, а прилежащие к одной стороне в сумме составляют 180, . Значит, , , . 
	Площадь четырехугольника NPQZ . Отношение площадей . Аналогично и для задачи на рис. 8б). 
5. В п.1 решена задача об отношении площадей треугольников, когда стороны описанного треугольника разделены в произвольном соотношении. Аналогичную задачу для произвольного четырехугольника пока решить не удалось. Однако, данная задача легко решается в частном случае – в произвольном отношении делятся стороны параллелограмма ABCD (рис. 9). 	
	Пусть  =  ,  =  ,  =  ,  = . Как обычно, .  
Площади треугольников NBP, PCQ, QDZ и AZN выражаются через площадь параллелограмма: . Аналогично , , . . При этом, так как противоположные углы параллелограмма равны, а прилежащие к одной стороне в сумме составляют 180, . 
Теперь определим площадь четырехугольника NPQZ по отношению к площади параллелограмма ABCD. 




После преобразований получаем выражение: 

	
	[image: D:\Школа\НПК-2016\Осина Ира\Ярославль\Рис. 5 .png] 
Рис. 9. К задаче о делении сторон параллелограмма в разных отношениях 
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