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Введение
	Я учусь в физико-математическом классе лицея №  86. Мои любимые предметы: математика, физика, техническое черчение. В 10 классе для курсовой работы я выбрал тему «Кривые постоянной ширины». В процессе выполнения работы я удивился, узнав, что в 40-х – 50-х годах в нашей стране  задачи о выпуклых фигурах и фигурах постоянной ширины были популярны в школьных математических кружках. А сейчас немногие школьники знают о треугольнике Рело и кривых постоянной ширины. Поэтому я решил продолжить работу над данной темой и в 11 классе, рассмотрев более широко область применения фигур постоянной ширины, и попытаться популяризировать изучение кривых постоянной ширины среди учеников.
Актуальность темы состоит в возможности широкого применения фигур постоянной ширины в технике, конструкторской деятельности, архитектуре, в возможности решения нестандартных задач, развитии кругозора и математических способностей школьников.
Цель исследования: выяснить область применения кривых постоянной ширины, популяризировать изучение фигур постоянной ширины среди школьников.
Задачи:
· Изучить свойства кривых постоянной ширины.
· Доказать, что из всех фигур постоянной ширины наименьшую площадь имеет треугольник Рело.
· Привести примеры использования кривых постоянной ширины в различных областях.
· Рассмотреть различные задачи, в решении которых необходимы знания о кривых постоянной ширины.
· Изготовить модели, демонстрирующие свойства кривых постоянной ширины.
Объект исследования: кривые постоянной ширины.
Предмет исследования: свойства кривых постоянной ширины.
Методы исследования: изучение и анализ печатных и информационных источников, наблюдение, синтез, эксперимент.



Глава I. Кривые постоянной ширины
Кривой постоянной ширины называется плоская выпуклая кривая, расстояние между любыми двумя параллельными опорными прямыми которой постоянно и равно «ширине» кривой (рис. 1). А фигурой постоянной ширины называется фигура, граница которой является кривой постоянной ширины [6]. 
[bookmark: _GoBack][image: ][image: ]
Рис. 1. Кривая постоянной ширины
Свойства кривых постоянной ширины
1. Длина кривой постоянной ширины h равна h (теорема Барбье).
2.Все кривые одной и той же ширины имеют одинаковые периметры.
3.Расстояние между двумя точками кривой постоянной ширины b не может превышать b.
4.Отрезок, соединяющий точки касания двух параллельных опорных прямых к фигуре постоянной ширины, перпендикулярен к этим опорным прямым.
5.Через любую точку границы фигуры постоянной ширины проходит по крайней мере одна опорная прямая.
6.Через каждую точку границы фигуры постоянной ширины проходит объемлющая её окружность радиуса а, причём опорная прямая, проведённая к фигуре через точку А, является касательной к этой окружности.
7.С каждой из своих опорных (параллельных) прямых кривая постоянной ширины имеет лишь по одной общей точке.
8.Центры вписанной и описанной окружностей в кривую постоянной ширины совпадают, а сумма их радиусов равна ширине кривой.
9.Любую плоскую фигуру диаметра а можно накрыть фигурой постоянной ширины a.
10.Каждая кривая постоянной ширины есть одновременно кривая постоянного диаметра.
11.Сумма двух кривых постоянной ширины есть также кривая постоянной ширины.
12.Кривые, которые в сумме с кривой, полученной из первоначальной поворотом на 180 градусов, дают окружность, есть кривые постоянной ширины. 
13.Если К есть произвольная кривая постоянной ширины h, то можно построить кривую постоянной ширины h, состоящую из дуг окружностей радиуса h, сколь угодно близкую к К.
14.Для кривой постоянной ширины b две любые параллельные опорные прямые удалены одна от другой на одно и то же постоянное для всех направлений расстояние b.
15.Радиус окружности, имеющей не меньше трех общих точек с кривой постоянной ширины b, не превышает b.
16.Если мы имеем выпуклую криволинейную дугу Г с хордой длины b, обладающую такими свойствами, что: 1) вся она лежит между двумя перпендикулярами, восставленными к хорде в концах этой хорды, и 2) она объемлется целиком всякой окружностью радиуса b, которая проходит через какую-либо её точку, касательная в этой точке к опорной прямой для Г и расположена по туже сторону от этой прямой, что и данная дуга, то такую дугу можно дополнить до кривой постоянной ширины.
17. Всякая хорда кривой постоянной ширины, имеющая длину, равную ширине кривой, является диаметром кривой.
18. Единственной кривой постоянной ширины, имеющей центр симметрии, является окружность.
19. Из всех выпуклых кривых диаметра 1 наибольшую длину имеют кривые постоянной ширины 1.
20. Из всех выпуклых кривых ширины 1 наименьшую длину имеют кривые постоянной ширины 1.
21. Два диаметра кривой постоянной ширины пересекаются внутри или на кривой. Если они пересекаются на кривой, то точка А их пересечения является угловой точкой кривой, и внешний угол кривой в точке А не меньше утла между рассматриваемыми диаметрами [9].
Глава II. Теорема Барбье
В работе я привожу доказательство теоремы Барбье, так как именно это свойство наиболее часто используется в прикладных задачах.
Все кривые постоянной ширины h имеют одинаковую длину, равную h.
Из рассмотрения 2n -угольников с равными углами, описанных вокруг произвольной кривой К постоянной ширины h и вокруг окружности О диаметра h, выведем  теорему Барбье.
Доказательство:
Пусть O – окружность диаметра h, а K – произвольная кривая постоянной ширины h. Докажем, что периметры 2n – угольников с равными углами,  описанных вокруг O и K (рис.2), равны. 
Доказательство будем вести индукцией по n. Прежде всего, ясно, что квадраты, описанные вокруг O и K, имеют равные периметры – эти квадраты даже равны.
Предположим, что периметры 2n – угольников с равными углами, описанных вокруг K и O, равны.
[image: ]
Рис. 2. Чертёж к теореме Барбье.
Докажем, что то же имеет место и для 2n+1 -  угольников. Рассмотрим две стороны 2n+1 – угольников, сходящиеся в одной вершине, - пусть это будет BE и BF – и две стороны – DL и DH, - противоположные им; продолжения этих сторон образуют параллелограмм ABCD, имеющих равные высоты, т. е. ромб. Это построение проведем для кривых O и K. Полученные при этом два ромба ABCD (описанный вокруг O) и A’B’C’D’ (описанный вокруг K) будут равны: они имеют равные углы и равные высоты. Проведем, далее, опорные прямые MN и QP окружности O, перпендикулярные к диагонали ромба BD, и опорные прямые M’N’ и Q’P’ кривой K, перпендикулярные к  B’D’. 
Расстояние между этими опорными прямыми равно h; можно утверждать, что шестиугольники AMNCPQ и A’M’N’C’P’Q’ имеют одинаковые периметры. Но отсюда следует, что описанные вокруг O и K многоугольники, получающиеся из 2n – угольников заменой сторон BE, BF, DL и DH сторонами EM, MN, NF, LQ, QP, PH, имеют равные периметры. Производя это построение для каждых двух сторон BE и  BF, сходящиеся в одной вершине, мы построим описанные вокруг K и O 2n+1 – угольники с равными углами.
Итак, указанные 2n – угольники (n = 2, 3, 4,…), описанные вокруг O и K, имеют равные периметры; следовательно, пределы этих периметров при 
n ∞ также равны, т. е. длины кривых K и O равны. Длина окружности O равна, как известно h, значит, и длина K равна h [9].
Глава III. Треугольник Рело
Многоугольник Рело – частный случай кривой постоянной ширины. По определению, кривая постоянной ширины h является многоугольником Рело, если она состоит из конечного числа дуг окружностей радиуса h. Частным случаем многоугольника Рело является правильный многоугольник Рело.
[image: 220px-Construction_of_Reuleaux_triangle]Простейшая кривая постоянной ширины, отличная от окружности, называется треугольником  Рело в честь математика и инженера Франца Рело (1829 – 1905), преподававшего в Берлинской королевской высшей технической школе. Сама по себе эта кривая была известна математикам и до Рело, например Леонардо Да Винчи, но именно Франц Рело впервые доказал ее удивительное свойство – постоянство ширины. 
Построить треугольник Рело нетрудно. 
1. Прежде всего, нужно начертить равносторонний треугольник АВС (рис. 3). 
2. Затем провести дугу окружности с центром в точке А, соединяющую вершины В и С.
3. Проделать аналогичную операцию, выбрав центры окружностей в вершинах В и С. 
Рис. 3. Построение треугольника Рело.
	Полученный «искривленный треугольник» (как называл эту фигуру Рело), очевидно, обладает постоянной шириной, равной длине стороны прямолинейного треугольника АВС.
[image: ]Подобно окружности или любой другой кривой постоянной ширины, треугольник Рело может вращаться в квадрате, плотно прилегая к сторонам последнего, то есть все время касаясь всех четырех сторон квадрата (рис. 4). В этом можно убедиться, вырезав треугольник Рело из картона и вставив его в квадратное отверстие надлежащих размеров. Небольшие отклонения имеются лишь вблизи вершин квадрата: углы получаются слегка закругленными[1].
Рис. 4. Вписанный в квадрат треугольник Рело.
[image: ]Симметрия.
Треугольник Рело обладает осевой симметрией. Он имеет три оси симметрии, каждая из которых проходит через вершину треугольника и середину противоположной стороны (рис. 5)[6].



Рис.5 Симметрия треугольника Рело.
Из всех фигур постоянной ширины d треугольник Рело имеет наименьшую площадь. Доказательство этого замечательного свойства приведено в задаче №7 (Приложение 1).
Площадь треугольника Рело равна:
[image: ]
Глава IV. Области применения
1. [image: ]Сверло Уаттса.
В 1914 году английский инженер Джеймс Уаттс изобрел инструмент, имевший в сечении форму треугольника Рело, для сверления квадратных отверстий. С 1916 года одна из фирм приступила к производству сверла Уаттса. На рисунке показано поперечное сечение сверла внутри квадратного отверстия    (рис. 6).


Рис. 6. Сверло Уаттса[1].
[image: ]	Существует ещё одна конструкция (рис. 7). Прикрепим сверло жёстко к треугольнику Рело, помещённому  в квадратную направляющую рамку. Сама рамка фиксируется на дрели. Осталось теперь передать вращение патрона дрели треугольнику Рело. Помогает решить эту техническую проблему карданный вал. Эта передача получила своё название в честь Джероламо Кардано.
 Рис. 7. Конструкция для сверления квадратных отверстий[5].
2. Двигатель Ванкеля.
[image: ]Другой пример использования можно найти в двигателе Ванкеля (рис. 8), ротор  которого выполнен в виде треугольника Рёло. Он вращается внутри камеры, поверхность которой выполнена по эпитрохоиде. Вал ротора жёстко соединён с зубчатым колесом, которое сцеплено с неподвижной шестернёй. Такой трёхгранный ротор обкатывается вокруг шестерни, всё время касаясь вершинами внутренних стенок двигателя и образуя три области переменного объёма, каждая из которых по очереди является камерой сгорания. Благодаря этому двигатель выполняет три полных рабочих цикла за один оборот.
Рис. 8. Двигатель Ванкеля[7].
Двигатель Ванкеля позволяет осуществить любой четырёхтактный термодинамический цикл без применения механизма газораспределения. Смесеобразование, зажигание, смазка, охлаждение и пуск в нём принципиально такие же, как у обычных поршневых двигателей внутреннего сгорания.

Интересная история использования роторно-поршневых двигателей в         Советском Союзе. В 1974 году генеральный директор ВАЗа В.Н. Поляков поставил задачу создать собственный РПД. Решение было поручено специальному конструкторскому бюро (СКБ РПД), которое возглавил Б.С. Поспелов. 
При всех достоинствах роторно-поршневого двигателя - компактности, приемистости, отсутствии кривошипно-шатунного и газораспределительного механизмов, а так же значительно меньших габаритов и массе при одинаковой с поршневыми двигателями внутреннего сгорания мощности, он имел и ряд серьезных недостатков. Основными на тот период были часто выходящие из строя уплотнительные элементы, плохая приспосабливаемость к изменениям внешней нагрузки, повышенный расход топлива и неудовлетворительные показатели по выбросам в отработавших газах. С таким набором плюсов и минусов и предстояло работать коллективу СКБ РПД Тольятти. 
В 1982 году на выставке НТТМ-82 вазовцы впервые продемонстрировали ВАЗ-21018 - автомобиль с роторно-поршневым двигателем. Машина представляла собой ВАЗ-21011 с силовым агрегатом ВАЗ-311. (Было выпущено 50 автомобилей для опробования в реальных условиях эксплуатации). Но, ее поддержав машины необходимым сервисом и не подготовив соответствующим образом рядового покупателя, разработчики чуть было не загубили начатое дело. За полгода на 49 автомобилях заменили РПД на поршневые двигатели внутреннего сгорания. Основными неисправностями были выход из строя уплотнителей и подшипниковых узлов, появились также недостаточная сбалансированность роторно-эксцентрикового механизма (РЭМ) и плохая топливная экономичность. Взвесив все «за» и «против», решили отказаться от односекционного варианта РПД и бросить силы на разработку двухсекционного. При этом конструкторская мысль сосредоточилась на искоренении дефектов, выявленных в результате опытной эксплуатации.
В итоге в 1982-83 гг. появились новые двигатели ВАЗ-411 (мощность 110-120 л.с., ширина ротора 70 мм) и ВАЗ 413 (140 л.с., ширина ротора 80 мм). Одновременно подыскивается сфера приложения «ротора». Конструкторы получают добро на применение разработок на практике от руководства МВД, ГАИ и КГБ - благо динамические и мощностные показатели моторы выдавали довольно неплохие, располагая при этом необходимым ресурсом, а топливная экономичность была тогда не столь важна. Лишь в 1992 году автомобильная тематика приобретает второе дыхание: появляется РПД для переднеприводных моделей (ВАЗ-414). В конце 97 года базовый двигатель автомобильного направления - ВАЗ-415 - получил сертификат на право установки его на автомобиль общего назначения. До этого РПД устанавливался только на спецтехнику. ВАЗ-415 отличается от своих предшественников универсальностью. Его установка возможна на любую ВАЗовскую машину – «классику», переднеприводные и полноприводные. Кроме того, РПД можно ставить на «Москвич», а в трехсекционном варианте (ВАЗ-425) - и на «Волгу». К сожалению, одно из самых перспективных направлений в нашем автомобилестроении было свёрнуто[7].
3. Рамочно-кулачковый грейферный механизм кинопроектора «Луч-2».
[image: ]Грейфер проектора «Луч-2» (рис. 9)основан на треугольнике Рело, который вписан в рамку-квадрат и закреплён на двойном параллелограмме. Вращаясь вокруг вала привода, треугольник двигает рамку с расположенным на ней зубом. Зуб входит в перфорацию киноплёнки, протаскивает её на один кадр вниз и выходит обратно, поднимаясь затем к началу цикла.
Рис. 9. Кинопроектор «Луч-2»[5].
4. Медиаторы или плектры.
[image: ]Треугольник Рело – распространённая форма плектра (медиатора) (рис. 10): тонкой пластинки, предназначенной для игры на струнах щипковых музыкальных инструментов. «Увеличенная» форма, основанная на треугольнике Рело, лучше всего подойдет для ритмичной и быстрой игры[8]. 
Рис.10. Медиатор в форме треугольника Рело.	
5. Крышки для люков.	
[image: ]В форме треугольника Рело можно изготавливать крышки для люков (рис. 11) – опытным путем доказано, что благодаря постоянной ширине они не могут провалиться в люк. В Сан-Франциско, для системы рекуперирования воды корпуса люков имеют форму треугольника Рело. За счет того, что у треугольника Рело площадь меньше, чем у круга, себестоимость люков в форме треугольников Рело гораздо ниже, чем у традиционно круглых.
Рис.11. Люк в форме треугольника Рело[2].
6. Треугольник Рело в искусстве и архитектуре.
Форма треугольника Рело, его свойство симметричности, используется и в архитектурных целях. Конструкция из двух его дуг образует характерную для готического стиля стрельчатую арку, однако целиком он встречается в готических сооружениях довольно редко. Окна в форме треугольника Рело использовали еще в VIII веке в церкви Богоматери в Брюгге (рис. 12), а также в шотландской церкви в Аделаиде. Как элемент орнамента он встречается на оконных решётках цистерцианского аббатства в швейцарской коммуне Отрив. Треугольник Рело используют и в архитектуре, не принадлежащей к готическому стилю. Например, построенная в 2006 году в Кёльне 103-метровая башня под названием «Кёльнский треугольник» (рис. 13) в сечении представляет собой именно эту фигуру.
[image: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/4/4a/Reuleaux_triangle_shaped_window_of_Onze-Lieve-Vrouwekerk%2C_Bruges.jpg]                       [image: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/9/9c/K%C3%B6lnTriangle_%28Flight_over_Cologne%29.jpg?uselang=ru]
Рис.12.Окно церкви Богоматери в Брюгге[4].        Рис.13. Башня «Кёльнский треугольник»[3].
           В научно-фантастическом рассказе Пола Андерсона «Треугольное колесо»  экипаж землян совершил аварийную посадку на планете, население которой не использовало колёса, так как всё круглое находилось под религиозным запретом. В сотнях километров от места посадки предыдущая земная экспедиция оставила склад с запасными частями, но перенести оттуда необходимый для корабля двухтонный атомный генератор без каких-либо механизмов было невозможно. В итоге землянам удалось соблюсти табу и перевезти генератор, используя катки с сечением в виде треугольника Рело [8].

Глава V. Изготовление и демонстрация моделей, проведение практических занятий
Меня увлекла идея сконструировать своими руками модели, демонстрирующие свойства кривых постоянной ширины. Необходимая подготовка была получена на уроках технического черчения в лицее.
[image: ]Я и мой отец Гибадулин Андрей Наилович, самостоятельно изготовили два катка: на оси первого колёса, имеющие форму круга, на оси второго – имеющие форму треугольника Рело. 
Изготовление самих треугольников был нелёгкий и интересный процесс. Сначала я выполнил необходимые расчёты и сделал чертёж (Приложение 2). Затем на станке изготовили те самые «искривленные треугольники», соединили их осями. В демонстрационном опыте (рис. 14) на катки я кладу твёрдую опору и показываю абсолютное горизонтальное перемещение всех предметов на этой опоре.
	
Рис.14. Демонстрационный опыт.
[image: http://www.etudes.ru/data/etudes/koleso/06.jpg]Заметив, что если начать вращать треугольник Рело в квадрате, то связанная с ним красная кривая (рис. 15)   будет вращаться между двух параллельных прямых, неподвижных относительно квадрата, мы сделали вывод, что таким образом можно устроить подвеску некруглого колеса с краем в виде красной кривой. Взяв четыре таких подвески, можно соорудить повозку. При этом она будет ехать совершенно без покачиваний.                                                              Рис. 15. Вращение
                                                                                                            
В Приложении 3 представлены чертежи, выполненные мною для изготовления модели такой тележки:
· Подвеска. Сборочный чертеж.
· Рамка.
· Колесо большое.
· Колесо малое.
К сожалению, сейчас немногие школьники знают о треугольнике Рело и кривых постоянной ширины. Поэтому я решил популяризировать изучение кривых постоянной ширины среди учеников лицея.

По предложению учителя математики Большаковой Ольги Владимировна я провел занятия внеурочной деятельности с учениками 6-х и 8-9 классов лицея. Для занятий я подготовил задачи (Приложение 1).
С учениками 6-х классов (5 классов) было проведено 3 занятия. На первом –  познакомил ребят с кривыми постоянной ширины и продемонстрировал, сделанные нами модели (каток и тележку). На втором занятии я предложил ребятам решить задачи №1, 2, 3, 5 (Приложение 1). А на занятии №3  мы сначала посмотрели математические этюды, а затем ученики из картона вырезали 4 треугольника Рело, соединили их с помощью шпажек. Таким образом, у каждого получилось по 2 катка. Установив сверху платформу из прямоугольного листа картона, ребята сами смогли продемонстрировать свойства кривых постоянной ширины. 
С учениками 8-9 классов (члены математического кружка, 15 человек) было проведено 3 занятия:
1. Треугольник Рело, история открытия, построение, свойства. Кривые постоянной ширины и их свойства.
2. Область применения кривых постоянной ширины. Применение в автомобильных двигателях. Альтернативные источники топлива.
3. Решение задач с использованием свойств кривых постоянной ширины (Приложение 1, задачи 1-9).
В  январе 2016 года  педагогом-психологом лицея Мирзоян Евгенией Гургеновной было проведено анкетирование (Приложение 4) среди учащихся 6 классов лицея  (выборка – 117 человек). Опрос позволил сделать обобщенные выводы об эффективности проведенных занятий (уровне удовлетворённости, заинтересованности и желание  ребят изучать материал в подобной форме). Анализ результатов анкетирования показывает, что   79% обучающихся в целом удовлетворены проводимыми с ними уроками. (См. диаграмма 1,2 Приложение 5). Задания выполняли с большим удовольствием, интересом. Отмечают, что полученные знания являются ценными для них, дают возможность узнать много нового, важного для себя, проявить свои способности. Изученный материал с интересом обсуждают в свободное время со своими одноклассниками, друзьями. У большинства учеников (76%) высокий уровень внутренней мотивации изучения предмета в данной форме, т.е. есть желание продолжить работу. (См. диаграмма 3,4 Приложение 5).


Заключение.
	Таким образом, цель, поставленная в работе, достигнута. В ходе проделанной работы я изучил свойства кривых постоянной ширины, доказал, что из всех фигур постоянной ширины наименьшую площадь имеет треугольник Рело, привел примеры использования в технике фигур постоянной ширины, рассмотреть различные задачи, в решении которых необходимы знания о кривых постоянной ширины.
Изготовить модели, демонстрирующие свойства кривых постоянной ширины. 
Рассматривая применение треугольника Рело в некоторых механических устройствах, в автомобильных двигателях, меня заинтересовала проблема поиска альтернативных видов топлива для автомобилей. Так как поиск альтернативного топлива заставляет сейчас ученых вновь обратить внимание на роторно-поршневой двигатель Ванкеля. Разработчики Mazda уверяют, что по природе своей роторно-поршневой агрегат гораздо лучше приспособлен для работы на водороде, нежели традиционные моторы. По прогнозам специалистов, уже к 2025 году более четверти мирового автопарка будет использовать в качестве топлива водород. Сколько из этого количества придется на традиционные ДВС и как будет меняться пропорция по мере удешевления себестоимости производства компонентов привода на топливных элементах? Увидим в ближайшие годы.
Систематизируя и углубляя теоретические знания, конструируя демонстрационные модели, проводя занятия с учениками лицея, я сделал следующие выводы: 
· это увлекательное занятие одновременно служит хорошей подготовкой для будущих инженеров-проектировщиков; 
· это замечательный теоретический и практический материал для развития математического кругозора и математических способностей;
· фигуры постоянной ширины можно использовать во многих направлениях науки.
Отличительные свойства треугольника Рело находят множество применений. Это доказывает, что мы должны более тщательно изучить свойства фигур постоянной ширины и находить им ещё больше применений.
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Приложение 1
Задача №1.
Построить треугольник Рело с помощью циркуля
[image: ]Дано: радиус окружности a.
Построить: Δ РелоOHB , h=a.
Построение: 
1.ω1 (О;r),
2.ω2 (В;r), В – любая точка 1 окружности,
3.ω3 (Н;r), Н – точка пересечения 1 и 2 окружности.

Доказательство:
Получившаяся фигура - треугольник Рело по определению.

Задача №2.
Построить треугольник Рело, описанный вокруг равностороннего треугольника.
[image: ]Дано: правильный прямолинейный треугольник со стороной a.
Построить: Δ РелоABC, h=a.
Построение:
1. ω1 (А;а),
2. ω2 (В;а),
3. ω3 (С;а) .
Доказательство: 
Получившаяся фигура - треугольник Рело по определению.

Задача №3.
Найдите углы треугольника Рело, образованные касательными к дугам окружностей в его вершинах. 
Дано: Δ РелоABC, AB=a.
[image: F:\p0279.png]Найти: углы треугольника Рело, образованные касательными к дугам окружностей в его вершинах. 
Решение: каждая дуга, соединяющая вершины треугольников, содержит 60°. Поэтому угол между касательной AM и хордой AB равен 30°.  Угол CAN также равен 30°. Отсюда следует. Что угол ман при угловой точке а треугольника Рело равен 120°
Задача №4.
Докажите, что периметр треугольника Рело равен длине окружности, диаметр которой равен ширине треугольника Рело.
Дано: Δ Рело ABC , h=a, d=h. 
[image: ]Доказательство: Длина дуги окружности с центральным углом φ и радиусом r равна φr. Так как треугольник Рело состоит из трех дуг окружностей, для которых r = a, φ = π/3(как угол правильного треугольника), то их общая длина равна , т.е. равна длине окружности, диаметр которой равен ширине треугольника Рело.

Задача №5.
Кривую постоянной ширины, основанную на звездчатом многоугольнике, который
образован отрезками прямых равной длины.
[image: ]Дано: Произвольный звездчатый многоугольник с нечетным числом сторон, образованный отрезками прямых равной
длины, с нечетным количеством вершин.
Построить: кривую постоянной ширины.
Построение:  Поставив ножку циркуля в каждую вершину, проведем дугу окружности, соединяющую две противоположные вершины. Ее углы можно закруглить, воспользовавшись следующим способом: продолжить стороны звездчатого многоугольника на одно и то же расстояние и соединить концы продолженных отрезков дугами окружностей с центрами в вершинах звезды.
Доказательство: Полученная кривая будет по всем направлениям иметь ширину, равную сумме радиусов дуг, описанных из каждой вершины, то есть будет кривой постоянной ширины.
Задача №6.
Построить кривую постоянной ширины.
Дано: Три прямые, которые не пересекаются в одной точке, и ни одна из которых не совпадает с любой другой.
[image: ]Построить: кривую постоянной ширины.
Построение:
На продолжении отрезка AB возьмем точку D1 . С центром в точке A и радиусом r = A1 D проведем дугу окружности, [image: ]соединяющую точку D1  и точку D2  на луче AC. Далее, с центром в точке С и радиусом CD 2  = r-b проведем дугу окружности, соединяющую точку D2  и точку D3  на луче BC. Затем, с центром в точке B и радиусом BD 3 =a+r-b проведем дугу окружности, соединяющую точку D3  и точку D4  на луче BA.
C центром в точке A и радиусом AD 4  = a+r–b - c проведем дугу окружности, соединяющую точку D4  и точку D5  на луче CA. C центром в точке C и радиусом
C 5 D = a+r-c проведем дугу окружности, соединяющую точку D5 и точку D6  на луче CB. C центром в точке B и радиусом B 6 D = r - c проведем дугу окружности, соединяющую точку D6  и точку D1  на луче AB. Получим замкнутую кривую. Эта кривая и есть искомая. 
[image: ]Доказательство: 
Через точку E1 на дуге D1D2 и точку A проведем прямую. Ее точку пересечения с дугой D4D5 обозначим E4. Касательные к кривой в точках E1, E4 будут перпендикулярны отрезку E1E4. Следовательно, длина этого отрезка будет шириной кривой h в направлении прямой E1E4, h = r + a + r – b - c = 2r + a – b – c. Ясно, что это значение не зависит от выбора точки E1 на дуге D1D2. Рассмотрим теперь точку E2 на дуге D2D3. Через нее и точку С проведем прямую. Ее точку пересечения с дугой D5D6 обозначим E5. Касательные к кривой в точках E2, E5 будут перпендикулярны отрезку E2E5. Следовательно, длина этого отрезка будет шириной кривой в направлении прямой E2E5. Она равна r – b + a + r - c = 2r + a – b – c = h. Ясно, что это значение не зависит от выбора точки E2 на дуге D2D3. Аналогичным образом показывается, что для точек E3 дуги D3D4 ширина кривой также будет равна 2r + a – b – c = h. Следовательно, полученная фигура является кривой постоянной ширины. 
Задача №7.
Треугольник Рело имеет наименьшую площадь среди всех фигур постоянной ширины.
Доказать: из всех фигур постоянной ширины d треугольник Рело имеет наименьшую площадь.
[image: ]Доказательство:
Для начала найдем площадь треугольника Рело:
[image: ]
[image: ]; [image: ];
[image: ]
Следовательно, площадь треугольника Рело равна:
[image: ]

Попробуем доказать, что треугольник Рело имеет наименьшую площадь. Обозначим через n количество сторон многоугольника. Пусть дан какой-то правильный n–угольник (с нечетным числом сторон), следовательно, его шириной будет наибольшая из диагоналей (в данном случае их две).
[image: ]            (при n[image: ][image: ]), [image: ].
Оценим [image: ]и площадь треугольника Релло:[image: ], [image: ]>[image: ]
Следовательно, [image: ] больше площади треугольника Рело, а равносторонний, треугольник является многоугольником с наименьшим числом вершин (сторон). Значит, с увеличением числа вершин многоугольника площадь фигуры постоянной ширины, в которую вписан этот многоугольник, будет увеличиваться.
Попробуем доказать, что треугольник Рело имеет наименьшую площадь через n— количество сторон многоугольника.
Итак, площадь треугольника Рело равна [image: ].
Пусть дан правильный многоугольник со стороной а. О — центр вписанной и описанной окружности. ОА=ОD; ОН[image: ]АD;[image: ]АОD=[image: ] (n-число сторон), т.к. треугольник равнобедренный, ОН –биссектриса угла АОD. 
[image: ]Следовательно, [image: ]АОН=[image: ]НОD; [image: ]АОН: [image: ]АОН=[image: ]; АН=[image: ], то [image: ].
[image: ].Диаметром многоугольника является его наибольшая диагональ (в данном случае их две). Рассмотрим центральный угол АОВ и вписанный в окружность угол АМВ (рис. 21), то [image: ]АОВ=2[image: ]АМВ, [image: ]АМВ=[image: ]. AM=MB, то по теореме косинусов:
[image: ], то
[image: ]

Площадь фигуры, в которую вписан правильный многоугольник состоит из площади многоугольника и суммы площадей равных сегментов. Площадь сегмента равна
[image: ] 
(Sсегмента=Sсектора [image: ]Sтреугольника АМВ).
[image: ]
[image: ]Остается доказать, что это выражение будет всегда больше площади треугольника Рело, т.е. больше чем[image: ]. Для этого вычтем из площади треугольника Рело площадь фигуры постоянного диаметра, в которую вписан правильный многоугольник и докажем, что эта разность при n>3 всегда будет отрицательной:
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Итак, при любом n>3
[image: ]
Следовательно, разность площади треугольника Рело и площади фигуры постоянного диаметра, в которую вписан правильный многоугольник, отрицательна. Из всех фигур постоянной ширины треугольник Рело имеет наименьшую площадь.
Задача №8.
Докажите, что единственной кривой постоянной ширины, имеющей центр симметрии, является окружность.
[image: F:\p0283.png]Доказательство: Пусть К – кривая постоянной ширины и О – ее центр симметрии. Нетрудно видеть, что все диаметры кривой К проходят через точку О. Действительно, если диаметр AB кривой К не проходит через точку О, то отрезок A´B´, симметричный с АВ относительно О, в силу симметрии кривой К также будет являться диаметром К. Но тогда диаметры АВ и A´B´ будут параллельны, а это противоречит тому, что любые два диаметра кривой постоянной ширины пересекаются внутри или на кривой.  Итак, все диаметры кривой К проходят через точку О. Далее, в силу симметрии кривой К каждый диаметр должен делиться пополам в точке О. Таким образом, К есть окружность радиуса  с центром в точке О.
Задача №9.
Докажите, что сумма произвольной кривой постоянной ширины h и той же самой кривой, повернутой на 180°, является окружностью радиуса h.
[image: ]Доказательство:
Пусть K – произвольная кривая постоянной ширины h, K – кривая, которая получается из кривой K поворотом на 1800 вокруг начала отсчета O (кривая, симметричная K относительно начала отсчета O), K*=K+K – их сумма. K* есть кривая постоянной ширины 2h; кроме того, K*=K+K  есть центрально-симметричная кривая с центром симметрии в точке O, то есть K* переходит в себя при симметрии относительно точки O, или, другими словами, при повороте вокруг O на 180. 
Действительно,  при таком повороте K переходит в K, K – в K, а следовательно, их сумма переходит в себя. Кривая K* должна быть окружностью радиуса h.
Длина окружности K* равна 2h. Но, с другой стороны, длина K*  равна сумме длин кривых K и K. Так как кривые K и K равны (одна получается из другой поворотом на 180), то и длины их равны. Таким образом, удвоенная длина кривой K равна 2h, то есть длина кривой K равна h. 
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Приложение 3
[image: ]

[image: ]
[image: ]
[image: ]


Приложение 4
                                                                                   Анкета.
Инструкция:
Вам предлагается принять участие в исследовании, направленном на повышение эффективности обучения. Прочитайте каждое высказывание и выразите свое отношение, проставив напротив номера высказывания свой ответ, используя для этого следующие обозначения:
верно –(++)
пожалуй, верно –(+)
пожалуй, неверно –(-)
неверно –(-)
 1.Учебные задания мне интересны, я их выполняю с большим удовольствием.________________
2.Изучение материала в данной форме дает возможность узнать много нового, важного для себя, проявить свои способности.___________________
3.Изучаемый материал с интересом обсуждаю в свободное время (на перемене, дома) со своими одноклассниками (друзьями).__________________
4.Мне бы хотелось продолжить изучение предмета в данной форме.________________
5.Все полученные знания являются ценными для меня.____________________
                                                         Благодарим за участие в опросе.








                                

Приложение 5
Анализ результатов исследования.
В  январе 2016 года  было проведено анкетирование среди учащихся 6 классов лицея  (выборка – 117 человек). Опрос позволил сделать обобщенные выводы об эффективности проведенных занятий (уровне удовлетворённости, заинтересованности и желание  ребят изучать материал в подобной форме). Анализ результатов анкетирования показывает, что   79% обучающихся в целом удовлетворены проводимыми с ними уроками. (См. диаграмма 1,2). Задания выполняли с большим удовольствием, интересом. Отмечают, что полученные знания являются ценными для них, дают возможность узнать много нового, важного для себя, проявить свои способности. Изученный материал с интересом обсуждают в свободное время со своими одноклассниками, друзьями. У большинства учеников (76%) высокий уровень внутренней мотивации изучения предмета в данной форме, т.е. есть желание продолжить работу. (См. диаграмма 3,4).
         Диаграмма 1



Диаграмма 2 

Диаграмма 3



Диаграмма 4 


Уровень удовлетворенности проведёнными занятиями ( вся параллель)

Удовлетворены -92 человека 	Не удовлетворены -25 человек 	0.79	0.21	Учебные задания мне интересны, я их выполняю с большим удовольствием."	6А класс 	6Б класс	6В класс	6Г класс	6Д класс	4.2	4	5	4.0999999999999996	4.7	Изучение материала в данной форме дает возможность узнать много нового, важного для себя, проявить свои способности.	6А класс 	6Б класс	6В класс	6Г класс	6Д класс	4.5999999999999996	4.5	4.0999999999999996	4.4000000000000004	5	Мне бы хотелось продолжить изучение предмета в данной форме	6А класс 	6Б класс	6В класс	6Г класс	6Д класс	4	4	4.3	4.3	4.8	Уровень внутренней мотивации изучения предмета в данной форме (вся параллель)

Высокий уровень - 90 человек 	Низккий уровень - 27 человек 	0.77	0.23	Мне бы хотелось продолжить изучение предмета в данной форме.	6А класс 	6Б класс	6В класс	6Г класс	6Д класс	4.2	5	4.2	4.4000000000000004	4.5	Изучаемый материал с интересом обсуждаю в свободное время со своими одноклассниками,друзьями.	6А класс 	6Б класс	6В класс	6Г класс	6Д класс	4.3	4.3	4.0999999999999996	4.7	4.8	
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