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Актуальность
Задания повышенной сложности эффективно решаются именно такими методами. В этой связи знание методов решения неравенств Бернулли и Коши-Буняковского может существенно расширить круг успешно решаемых задач. При решении задач, предлагаемых на вступительных письменных экзаменах и олимпиадах по математике, могут быть использованы любые известные абитуриентам математические методы. При этом разрешается пользоваться и такими методами, которые не изучаются в общеобразовательной школе.
Цели: 
· расширение и углубление знаний по математике
· развитие умения применять способы решения задачи в практической деятельности
· использование полученных знаний и умений в решении прикладных и практических задач
· развитие интеллектуальных способностей, логического и творческого мышления,
· формирование способностей нестандартно мыслить
· способствование подготовке к математическим конкурсам и олимпиадам разного уровня


Постановка задачи
Нашей задачей является исследовать методы, которые помогут выиграть время при решении олимпиадных заданий и задач повышенной сложности и так же донести математические методы до абитуриентов, которые самостоятельно изучают способы, не входящие в образовательную программу.
Нестандартные задачи – это такие, для которых в курсе математики не имеется общих правил и положений, определяющих точную программу их решения (Л. М. Фридман). К числу нестандартных методов в математике относятся также методы, в основу которых положено использование известных в математике численных неравенств (Бернулли и Коши-Буняковского). 

Неравенство Бернулли.
Я́коб Берну́лли (приложение №1) — швейцарский математик. Один из основателей теории вероятностей и математического анализа.
    Наиболее распространенным является неравенство Бернулли, которое формулируется в следующей форме: если x > ─1, то для любого натурального n имеет место (1+x)n  ≥ 1 + nx. Причем неравенство достигается при x=0 или n=1.

Примеры решения задач с помощью неравенства Бернулли
№1.  Сравнить два числа: 1,005200   и  0,99410
1,005200 = (1 + 0,005)200  ≥ 1 + 200 × 0,005 = 2
0,99410 =  (1 ─ 1,006)10 ≥ 1 ─ 10 × 0,006 = 0,94
1,005200 ≥ 0,99410
№2. Доказать, что (1,5)n  ≥ 1 + 0,5n
Пусть x = 0,5 и применим теорему Бернулли    (1 + 0,5)n  ≥ 1+0,5n
№3. Доказать, что (0,7)n  ≥ 1 ─ 0,3n
(0,7)n  = (1 ─ 0,3)n  ≥ 1 ─ 0,3n    (по теореме Бернулли)
№4. Доказать, что (1,01)100  > 2
(1 + 0,01)100  > 1 + 100 × 0,01 = 2
№5. Доказать, что 1036 > 937
(1 + 9)36 ≥ (1 + 8)37; 1 + 36 × 9 ≥ 1 + 37 × 8; 325 ≥ 297
№6. Решить уравнение  +  = 2
К каждому слагаемому применяем неравенство Бернулли.
  +   ≤ 1+ + 1 ─ = 2;
  = 0, т. е. x = ≠ 1. Равенство возможно.
№7. Доказать неравенство   +   ≤ 2
Воспользуемся неравенством Бернулли, тогда получаем 
+   =    +  ≤  +  = 2,   т. е. неравенство доказано.
№8. Решить уравнение   +   +   +  = 4
Воспользуемся неравенством Бернулли. Тогда левую часть уравнения можно переписать в виде  +  +  +   ≤ 1+ 1 +  + 1   + 1 +  = 4.
Неравенство Бернулли превратилось в равенство, а это в данном примере возможно лишь при x = 0. Подстановкой в уравнение убеждаемся, что x = 0 ─ корень уравнения.
Ответ: x = 0.
№9. Решить уравнение  +  = 4 + 6
Применим к левой части уравнения p ≤ 1 + px неравенство Бернулли, а к правой части ─ неравенство p ≥ 1 + px, тогда
  +  =  +   ≤ 1 ─  + 1 +  = 2 
и 4 + 6 ≥ 1 ─  + 1 +  = 2. Отсюда следует, что неравенства Бернулли, примененные к обеим частям уравнения, обращаются в равенство, а это возможно лишь в том случае, когда x = 0.
Ответ: x = 0.
№10. Решить уравнение  +  = 2
Применим к обоим слагаемым левой части уравнения неравенство Бернуллиp ≤ 1  . Тогда 
 + =  +   ≤ 1 +  + 1 ─  = = 2.
Если полученное неравенство сравнить с уравнением, то видно, что неравенство Бернулли p ≤ 1 обращается в равенство, следовательно  = 0 и x = ±1. 
Ответ: x = ±1.
Неравенство Коши-Буняковского.
Огюсте́н Луи́ Коши́ (приложение №1) - великий французский математик,  имя которого внесено в список величайших учёных Франции, помещённый на первом этаже Эйфелевой башни.
Виктор Яковлевич Буняко́вский (приложение №1) - видный российский математик украинского происхождения, академик Петербургской академии наук, автор работ в области теоретической механики, истории математики, математической физики и чистой математики, изобретатель математических счетных устройств.
     Неравенство Коши - Буняковского утверждает, что для любых  справедливо соотношение 
Для произвольных x1, x2, …,xn и y1, y2, …,yn имеет место 2 ≤ 
≤ . Причем равенство в неравенстве достигается в том и только в том случае, когда существует положительная константа a такая, что x1 = ay1, x2 = ay2, …, xn = ayn.
Примеры решения задач с помощью неравенства Коши - Буняковского
№1. Доказать, что если     
где   то 
Используя неравенство Коши-Буняковского: 

Откуда ; или 


№2. Доказать, что при любых положительных числах a,b,c имеет место неравенство   
Используя неравенство Коши-Буняковского:

Знак равенства имеет место при . 
Сравним с доказательством, произведенным без использования неравенства Коши-Буняковского (Пример №3):
№3. Доказать, что если  положительные и неравные между собой числа, то 
Указание. Преобразовать левую часть доказываемого неравенства:

0Таким образом, мы видим, что пользуясь неравенством Коши-Буняковского, решение значительно упрощается.
№4. Доказать, что для любых положительных чисел имеет место неравенство:  
Аналогично Примеру №2.
№5. Доказать, что если - положительные числа, то

Положив в неравенстве Буняковского-Коши

И извлекая квадратный корень из обеих частей неравенства, получим доказуемое неравенство.
№6. Доказать, что для любых трех положительных чисел  имеет место неравенство:  

Преобразовать левую часть неравенства к виду:

Затем применить неравенство Буняковского-Коши аналогично примеру №2.
№7. Доказать неравенство    +  < 2
Преобразуем левую часть неравенства, используя при этом неравенство Коши-Буняковского, т. е.  2 =
= 2 ≤  = 2×4 = 8.
Отсюда следует неравенство  ≤ 2. 
Для доказательства +   <  2 необходимо показать, что в   ≤2 равенства быть не может. Предположим, что  = 2. Это возможно лишь в том случае, когда неравенство 
2≤ превратилось в равенство. А это возможно лишь в том случае, когда   = .  Очевидно, что это равенство неверно (поскольку числители дробей совпадают, а знаменатели нет). Следовательно, неравенство 
+  < 2 доказано.
№8. Доказать, что для всякого прямоугольного параллелепипеда с ребрами a, b, c и диагональю d имеет место неравенство a + b + c ≤ d.
Для оценки выражения a + b + c воспользуемся неравенством Коши-Буняковского, т.е.
2 = 2  .
Поскольку в прямоугольном параллелепипеде
  = d2, то 2 ≤ 3 = 3d2. Отсюда следует справедливость неравенства a + b + c ≤ d. Заметим, что равенство
a + b + c ≤ d достигается лишь в том случае, когда прямоугольный параллелепипед является кубом.
№9. Доказать неравенство    ≤ , где ─  ≤ x ≤ 
Так как 5x + 7 ≥ 0 и 13 – 5x ≥ 0, то условие ─  ≤ x ≤  является областью допустимых значений  ≤ . Для верхней оценки левой части неравенства  ≤  воспользуемся неравенством Коши-Буняковского. Тогда  2 = 2 ≤  == 40 < 42, 25 = 2. Отсюда следует справедливость неравенства  ≤ 
№10. Доказать, что для любых a,b,c ϵ R справедливо неравенство 

Запишем исследуемое неравенство в следующем виде:

Это заведомо истинное неравенство, так как является частным случаем неравенства Коши – Буняковского. 
№11. Доказать, что для любых a,b,c ϵ R справедливо неравенство 
Доказательство. Достаточно записать данное неравенство в виде  и сослаться на неравенство Коши – Буняковского. 
Альтернатива неравенству Коши-Буняковского.
Пусть x1 = ; x2 = ; x3 = ; x4 = ; y1 = ; y2 = ; 
y3 =; y4 = . 
В силу неравенства Коши-Буняковского 
= =≥2 = 2. 
a2 + c2 ≥ 2ac; b2+d2 ≥ 2bd; 
2 ≥ 4ac + 4bd + 2
Заключение
Таким образом, мы видим, что неравенства Бернулли и Коши-Буняковского позволяют упростить решение математических задач, значительно углубить и расширить знания в математике и сформировать способность нестандартно мыслить.
 Работа над этой темой была интересной и познавательной. Изучив новые методы решения неравенств, мы обогатили свой опыт новыми научными понятиями, узнали методы, которые выходят за рамки школьной программы.
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