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Введение
Изучая и решая геометрические задачи на доказательство неравенств, я обнаружила, что все эти задачи объедены тем, что предметом исследования в этих задачах являются геометрические фигуры, такие как треугольники, четырехугольники, круги и окружности, а также основные элементы их характеризующие, такие как площадь, периметр, радиусы вписанной и описанной окружности, диагонали многоугольников, высоты, медианы и биссектрисы у треугольников и т.д. Кроме того, эти задачи на доказательство неравенств, связанные с геометрическими фигурами, имеют общие подходы,  идеи в процессе их решения. Вместе с тем, каждая такая задача, в зависимости от типа или вида, имеет свои особенности, свою специфику. Эта их особенность определяется тем, что зависимость между такими величинами известных нам геометрических фигур установлена тем или иным неравенством, которое необходимо доказать. Читая одну старинную литературу, готовясь к олимпиаде, я нашла неравенство p2≥4πS, где P – периметр выпуклой плоской геометрической фигуры, S-его площадь, а π – известное иррациональное число, определяемое как отношение длины окружности к его диаметру. Позже я выяснила, что это неравенство носит название изопериметрического. Перебрав большое количество задач из школьного курса геометрии, в том числе и для школ с углубленным изучением математики, я обнаружила, что в  этих пособиях и в задачниках к ним нет ни одной задачи, которая была бы сформулирована следующим образом: «Доказать, что для любой плоской выпуклой фигуры выполняется неравенство p2≥4πS, причем неравенство выполняется лишь для фигур, имеющих форму круга». Я сначала подумала, что доказательство этого неравенства выходит за пределы школьного курса математики, и доказать его не удастся и мне, ученице 10 класса средней общеобразовательной школы. Поэтому я поставила задачу: исследовать это неравенство и попытаться его доказать. Я подошла к своему руководителю и посоветовалась с ним, какую лучше выбрать траекторию по достижению поставленной цели. Он рекомендовал сначала уточнить понятие выпуклой геометрической фигуры, затем выписать из школьного курса геометрии 7-9 плоские геометрические фигуры, соответствующие определению о выпуклых фигурах. Затем расположить их от более простых к более сложным и ввести доказательство изопериметрического неравенства применительно к этим фигурам. В связи с этим, руководитель поставил другую цель: выяснить степень рационализации доказательства геометрических неравенств, используя в ходе их доказательства изопериметрическое неравенство. 

Основная часть
Исходя из поставленных целей и задач, я провела свое исследование следующим образом: я доказала изопериметрическое неравенство для основных плоских фигур, а затем попыталась доказать его в общем виде. 
Но для начала определимся с понятием выпуклой фигуры. Многоугольник называется выпуклым, если:
А) он лежит по одну сторону от любой из своих сторон
Б) Является пересечением нескольких полуплоскостей
В) Любой отрезок с концами в точках, принадлежащих многоугольнику, целиком ему принадлежит. 
Сейчас рассмотрим доказательства изопериметрического неравенства для некоторых выпуклых фигур: 
1. Доказательство неравенства для прямоугольного равнобедренного треугольника
p2≥4πS, p2=(2а+a)2
 (
а
)     S=0,5a2                                                                                              
 (
а
)(2а+a)2≥4*0,5πa2
4a2+4a2+2a2≥ 2a2π
Для доказательства этого неравенства заменим выражение 2π на
 8, т.к. π≈3,14, то 4>π, следовательно, если мы докажем, что 
4a2+4a2+2a2≥8а2 выполняется, выражение 4a2+4a2+2a2 ≥ 2a2π  будет верным в любом случае. 
4a2+4a2+2a2≥8а2
-2а2+4a2≥0
2а2(2-1)≥0
2а2 число положительное, т.к. а – сторона треугольника, которая не может быть отрицательной, а 2-1 число тоже положительное, следовательно, левая часть неравенства всегда больше нуля. 
Следовательно, p2≥4πS  верно для прямоугольного равнобедренного треугольника. 
2. Доказательство неравенства для равностороннего треугольника
p2≥4πS
 (
а
)p2=9a2   S=0,5*a2sinα
 (
α
)9a2≥4π0,5*a2sinα
Разделим обе части неравенства на a2:
9≥2πsinα
Заменим π на 4, а sinα на 1 (т.к.1 – наибольшее возможное 
значение sinα), получим:  
9≥8, что верно, следовательно, p2≥4πS выполняется для 
равностороннего треугольника. 
3. Доказательство изопериметрического неравенства для равнобедренного треугольника 
Для того чтобы доказать p2≥4πS для равнобедренного треугольника, сделаем дополнительное построение: впишем окружность в данный треугольник. 
Тогда p2=()2где r – радиус вписанной окружности
 (
а
)()2≥4πS
Умножим обе части на r2:
4S2≥4πSr2
 (
b
)Разделим обе части на 4S:
S≥πr2, т.е. площадь треугольника больше площади круга,
 что верно в любом случае, т.к. площадь вписанной фигуры всегда меньше. 
4. Доказательство неравенства для квадрата
 (
a
)P=4a           S=a2, 
16a2≥4πa2   | :4a2
4≥π (верно) 

5. Доказательство неравенства для прямоугольника 
 (
a
)P=2a+2b   S=ab,   
 (
b
)(2a+2b)2≥4πab
4a2+8ab+b2≥4πab
4(a2+2ab+b2) ≥4πab  | :4
(a+b)2≥πab;  Заменим π на 4, как делали ранее, получим:
(a+b)2≥4ab 
a2+2ab+b2-4ab≥0 
(a-b)2≥0
a≥b, что видно по рисунку. 
6. Доказательство неравенства для ромба
 (
a
)P2≥4πS 
 (
α
)P=4a    S=a2 sinα
16a2≥4π a2 sinα   | :4a2
4≥πsinα; Заменим sinα на 1, как мы делали ранее, получим: 
4≥π (верно)
7. Доказательство неравенства для параллелограмма 
 (
b
)P=2a+2b   S=ab sinα
 (
α
) (
a
)4(a+b)2≥4πab sinα   | :4
(a+b)2≥πab sinα
Опять же заменим π на 4 (т.к. 4>π), a sinα=1 (т.к. 1 – максимальное значение sinα) 
Получаем: (a+b)2≥4ab
a2+2ab+b2-4ab≥0 
(a-b)2≥0
Неравенство верно, т.к. квадрат любого числа всегда больше либо равен нулю. 
8.  (
a
)Доказательство неравенства для равнобедренной трапеции
 (
c
) (
c
)S=
 (
b
)P2≥4π
Для удобства мы опять заменяем π на 4: 
P2≥16
А периметр представим: 
P2=4Докажем:
4≥16
Для начала упростим выражения в скобках:
 - a= – a= =  +  = 1 + 
 =  +  = 1+  =  +  = 1+ 
В нашем неравенстве 4≥16 разделим левую часть на правую, получим: 
≥4
Преобразуем выражения под квадратным корнем, получим: 
 ≥4          
Данное выражение верно, т.к. каждый корень, который у нас получился, больше, чем ;   =4, следовательно,  ≥4    всегда верно. 
9. Доказательство неравенства для произвольного четырехугольника
Для доказательства нашего неравенства сначала докажем некоторую лемму:
S≤, где a,b,c,d – стороны многоугольника, взятые в определенном порядке. (Гордин Р.К. Планиметрия.7-9лассы: пособие для учащихся. – М.: Дрофа, 2001, стр.165)
Для этого сделаем дополнительное построение: проведем диагональ. Она разбивает четырехугольник на две части, S1 – площадь первой части, а S2 – второй. 
 (
c
)Тогда S1≤a*b (по формуле S=a*b*sinα)
 (
S
1
) (
b
) (
d
) (
S
2
)а S2≤c*d
 S1≤a*b
 (
a
) S2≤c*d
S1+ S2≤, а S1+ S2=S   следовательно  S≤
Возьмем ту же фигуру, но проведем другую диагональ: 
Она разбивает четырехугольник на две части, S3 – площадь первой части, а S4 – второй. 
Аналогично доказываем, что 
S≤, а затем складываем два 
 (
c
) (
S
4
)получившихся неравенства: 
 (
b
) (
d
) (
S
3
)S≤
S≤ 
 (
a
)
2S≤
S≤
Докажем наше неравенство для произвольного четырехугольника, используя вышеуказанную лемму: 
S≤                 4πS≤π
Докажем, что 
P2≥π, где π заменим на 4: P2≥4(a+c)(b+d), далее представим P2=(a+b+c+d)2
P2=a2+2ab+b2+2ac+2ad+2bc+2bd+c2+2cd+d2≥4(a+c)(b+d)
После группировки и преобразования получим: 
(a+c)2-2(a+c)(b+d)+(b+d)2≥0
(a+c-b-d)2≥0, Что верно, т.к. квадрат любого числа всегда больше либо равен нулю.  
10. Доказательство изопериметрического неравенства для правильного n – угольника, где n – число углов 
P2≥4πS 
Сделаем дополнительное построение: опишем вокруг n-угольника окружность. 
Нам потребуется следующая формула: an=2Rsin, где an – сторона многоугольника, R – радиус описанной окружности. 
Выразим периметр через эту формулу: P=n*2Rsin
Тогда P2=n2*4Rsin2
S=R2sinn= sin        Следовательно, 4πS=2πnR2sin;          
 n2*4Rsin2≥2πnR2sin      После сокращения получаем:
n*sin≥πcos;        Разделим обе части на sin:
n≥ πctg                      n - πctg≥0
Для доказательства этого неравенства рассмотрим функцию: 
f(n)= n - πctg         D(n)=[3;+∞) 
Найдем производную: 
f’(n)=1+π*(-)=1-*
когда n→∞,  = =, где <1
>0
Следовательно, >0, значит f(n) возрастает.   При n=3 f(n)=0.
Отсюда получаем, что n - πctg≥0,      А значит n≥ πctg верно. 
11. Доказательство изопериметрического неравенства для круга 
P2≥4πS 
P=C=2πR (Длина круга) 
S=πR2
4π2R2=4π2R2. 
Доказательство неравенства в общем виде
Докажем это утверждение методом от противного. 
Предположим, что найдется хотя бы одна выпуклая геометрическая фигура, для которой не выполняется наше неравенство, а выполняется противоположное: p 2 <4πS, отсюда 
S> , это означает, что площадь может принять в качестве наименьшего значения S= , а мы знаем, что это есть наибольшее значение площади, соответствующее единственной фигуре – кругу. Действительно, как мы видели, для круга: 4π2R2=4π2R2 . Получили противоречие: S не может быть больше, чем  , значит, P2≥4πS всегда. 



Заключение
Таким образом, как мне кажется, удалось реализовать все цели и задачи, которые были поставлены в преддверии и в процессе выполнения исследовательской работы. Мне удалось доказать изопериметрическое неравенство для 11 различных плоских геометрических фигур, начиная от  треугольников и заканчивая правильными n-угольниками (где n-натуральное число, n≥3). Также в ходе исследования я показала, что изопериметрическое неравенство превращается в верное числовое равенство лишь для круга. Провела доказательство в общем виде, а также составила 7 олимпиадных задач, которые эффективно решаются, применяя изопериметрическое неравенство, нежели не зная его. Я считаю, что эта работа имеет перспективы продолжения, т.к. аналогичное неравенство можно записать и доказать для многогранников  и других объемных фигур, связывающее не периметр и площадь, а площадь и объем. 
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Приложение
Примеры задач, которые можно быстро решить, используя изопериметрическое неравенство. 
1) Стороны треугольника не превосходят 1. Докажите, что его площадь не превосходит 
2) Докажите, что для равнобедренной трапеции квадрат ее периметра больше, чем учетверенная площадь, умноженная на π.
3) В уравнении P 2 =BS, где P – периметр, а  S – площадь многоугольника, найдите наибольшее возможное значение коэффициента B
4) Выявить, для какой плоской фигуры квадрат ее периметра равен учетверенному произведению площади на число π 
5) Выявить, каким является коэффициент в уравнении S=AP2, где S – площадь, а P – периметр квадрата. 
6) Докажите, что число, равное количеству углов в любом выпуклом многоугольнике, больше либо равно πctg, где n – число углов. 
7) Докажите, что для любой непрерывной и дифференцируемой функции y=f(x) выполняется следующее неравенство: 
(f(a)+f(b)+dx+b-a)2≥4πdx
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