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§1. Что такое непрерывная кусочно-линейная функция?
Непрерывная кусочно-линейная функция – это функция, график которой есть обобщённая ломаная, то есть непрерывная линия, состоящая из отрезков прямых и лучей. Говоря более строгим математическим языком, функция называется непрерывной кусочно-линейной функцией, если она определена на всей числовой прямой и ее можно задать формулой вида
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где  
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 – действительные числа, причем 
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Условие (2) необходимо и достаточно для непрерывности функции  в точках 
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 . В точках, отличных от  
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 функция  непрерывна, так как в некоторой окрестности каждой такой точки она совпадает с линейной функцией, а линейная функция непрерывна в каждой точке числовой прямой. В силу условия (2) формулу (1) можно переписать в виде:
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§2. Возможен ли переход от кусочного задания к линейному модульному выражению?

Спрашивается, а можно ли представить громоздкие формулы кусочного задания в более компактной форме? Для этого наиболее целесообразно использовать линейные модульные выражения., т. е. выражения вида  
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Но как же тогда перейти от формулы вида (3) к формуле вида (4)? Давайте рассмотрим формулу (4). Раскроем модули по определению. Получим следующую систему:
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    (5)

Приравнивая коэффициенты в (3) и (5), получаем:
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Вычтем из второго равенства (6) первое, из третьего второе, и так далее. Выражая 
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Сложим первое и последнее равенства (6) и выразим 
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, затем первое и последнее  равенства (7) и выразим 
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Теперь нетрудно заметить, что при подстановке значений 
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 указанных в (8) и (9), в (5), мы получим такие же коэффициенты, как в (3). А это значит, что полученная формула вида (4)  задаёт ту же функцию, что и формула (3).
Появляется ещё вопрос, а является ли такая формула вида (4) единственной? Ведь из формул (6) и (7) можно получить и другие формулы для коэффициентов 
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. С другой стороны, есть условия непрерывности (2), из которых следует, что некоторые из этих формул приводят к одним и тем же значениям коэффициентов. Мы докажем единственность коэффициентов 
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Действительно, если функцию (3) задать формулой вида (4), то из условия равенства линейных функций на отрезке следует, что коэффициенты этих функций равны, т. е. выполняются равенства (6) и (7). Но тогда выполняются и равенства (8), (9), которые из них следуют. А значит, коэффициенты 
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 обязательно принимают значения, задаваемые формулами (8) и (9).

Из всего сказанного получаем, что справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Любую непрерывную кусочно-линейную функцию можно представить в виде:
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где 
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 – действительные числа, определенные для каждой функции однозначно.
Заметим, что в процессе вывода теоремы мы получили и формулы (8), (9) для коэффициентов соответствующего модульного выражения.
Пример. Пусть
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По формулам (8), (9) находим: 
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 Таким образом, 
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§3. Переход от многоэтажных модульных выражений к линейным
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(10)
Перед нами типичный пример многоэтажного модульного выражения. Объясним, что это такое. Многоэтажное модульное выражение получается из символов переменной x и числовых выражений с помощью многократного применения к ним операций сложения, умножения на число и взятия модуля. Согласитесь, формула (10) слишком громоздкая и сложная. Гораздо приятнее было бы представить ее в виде одного линейного модульного выражения. Поэтому рассмотрим, как перейти от многоэтажных модулей к «одноэтажным».  Сначала представим формулу подобную (10) с помощью кусочного задания функции, ну а уже от него перейдём к линейному модульному выражению как показано в предыдущем параграфе. Сам переход от многоэтажных модульных выражений к кусочному заданию широко известен. 
Пример. Для примера покажем переход от многоэтажного модульного выражения к кусочному заданию и к одноэтажному модульному выражению. Рассмотрим выражение 
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Для удобства оформим вычисления в виде таблицы.

Здесь на шаге 1 выполнен переход от линейных модульных выражений к кусочному заданию. На шаге 2 в левой части таблицы вычисляется кусочное задание для модулей кусочно-линейных функций. На шаге 3 выполняется умножение кусочно-линейных функций на числа с их последующим сложением.
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Рассмотрим, какие операции требуется выполнять при таком переходе.
1. Раскрытие модуля по определению. Эта операция применяется к непрерывной кусочно-линейной функции и даёт новую кучсочно-линейную функцию. 

2. Умножение непрерывных кусочно-линейных функций на числа с последующим сложением.

Операцию 1 удобно выполнять, если функция задана кусочно. Рассмотрим, как эта операция выполняется в общем виде. Пусть функция задана формулой вида (3). Тогда кусочное задание 
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 можно найти по следующему алгоритму, который получается из определения модуля. (В этом алгоритме считаем 
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Алгоритм 1. Вычисление кусочного задания 
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 по кусочному заданию 
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Вход. Правая часть выражения (3), задающего 
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Выход. Кусочное задание 
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Процедура. Для получения кусочного задания 
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 взять правую часть (3) и выполнить над нею следующие операции.
Для всех 
[image: image42.wmf]0,1,...,

in

=

: 
если 
[image: image43.wmf]0

iii

axb

+<

 и 
[image: image44.wmf]1

0

iii

axb

+

+<

, то заменить строку 
[image: image45.wmf]1

iiii

axb

приxxx

+

+££
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на пару строк      
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если 
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на пару строк      
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если 
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На выходе цикла получаем кусочное задание 
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Конец.
Используя формулы (6), (7), (8), (9) и алгоритм 1, мы модем вычислять кусочное задание и линейное модульное выражение для 
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. При этом удобно также использовать следствия формул (6), (7), (8), (9):
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Вычисления удобно оформлять в форме таблицы.
Пример. 
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	Кусочное задание 
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Теперь вычисляем по формулам (8), (9) линейное модульное задание 
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Операцию 2 удобно выполнять, когда кусочно-линейная функция задана линейным модульным выражением. В этом случае данная операция сводится к приведению подобных членов. 
Пример. Пусть
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Тогда 
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Теперь мы можем привести алгоритм преобразования многоэтажного модульного выражения в линейное модульное выражение. Этот алгоритм рекурсивный, т. е. в процессе выполнения может вызывать самого себя.
Алгоритм 2. Вычисление линейного модульного выражения по многоэтажному модульному выражению 
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Вход. Многоэтажное модульное выражение 
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Выход. Линейное модульное выражение равное 
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Процедура. Представить 
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 – многоэтажные модульные выражения, содержащие хотя бы один модуль, 
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 – числовые коэффициенты.
Если 
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 – линейное модульное выражение; подать 
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 на выход алгоритма;

иначе преобразовать 
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 в линейные модульные выражения с помощью алгоритма 2, а затем в кусочное задание по формуле (5); с помощью алгоритма 1 найти кусочные задания для 
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 и преобразовать их в линейные модульные выражения 
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 по формулам (8), (9); привести подобные члены в выражении 
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 и подать полученное выражение на выход алгоритма.
Конец.

Теперь мы докажем следующую теорему.
Теорема 2. Каждое многоэтажное модульное выражение задаёт непрерывную кусочно-линейную функцию.

Доказательство. Алгоритм 2 позволяет преобразовать любое многоэтажное модульное выражение в кусочно-линейное задание вида (1). При этом любая функция, заданная многоэтажным модульным выражением, является непрерывной, так как линейная функция непрерывна на всей прямой и сумма, разность, произведение на число и модуль непрерывной функции есть непрерывная функция. Следовательно, на выходе алгоритма получим непрерывную кусочно-линейную функцию. 
Теорема доказана. 
§4. Графическое задание непрерывной кусочно-линейной функции
Как отмечено в параграфе 1, график непрерывной кусочно-линейной функции есть обобщённая ломаная. Верно и обратное, т. е. любая функция, график которой есть обобщённая ломаная, является непрерывной кусочно-линейной функцией. Теперь рассмотрим вопрос: как переходить от графического задания к другим видам задания, и обратно?
Вначале объясним, что подразумевается под графическим заданием непрерывной кусочно-линейной функции. Для того, чтобы построить график этой функции, достаточно задать вершины обобщённой ломаной, которая является графиком, и крайние лучи этой ломаной. Вершины мы будем задавать указанием их координат. А для задания крайних лучей выберем на каждом из них ещё по одной точке. Таким образом, у нас есть  
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из которых точки 
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 лежат на крайних лучах, а точки 
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 – вершины обобщённой ломаной. При этом, если данная ломаная является графиком функции 
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 Таким образом, переход к графическому заданию от других способов задания не вызывает затруднений.
Для того, чтобы перейти от графического задания к кусочному, нужно записать уравнения прямых, проходящих через последовательные вершины обобщённой ломаной, и уравнения крайних лучей. Вспоминая уравнение прямой, проходящей через две точки, получаем: 
[image: image108.wmf]111

1111

iiiiiiii

iiiiiiii

xxyyyyxyxy

yx

xxyyxxxx

+++

++++

----

=Û=+

----

 – уравнение прямой, проходящей через точки 
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. Таким образом, коэффициенты в (3) вычисляются по формулам: 
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(11)
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Формулы (11) позволяют перейти от графического задания к кусочному. Комбинируя формулы (11) с формулами (8), (9), получаем способ перехода от графического задания к линейному модульному выражению.

Пример. Рассмотрим кусочно-линейную функцию 
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, так что этот случай неинтересен). Её график удобно строить, используя преобразования графиков.
Начинаем с графика 
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Теперь, используя формулы (11), запишем кусочное задание функции 
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Наконец, используя формулы (8), (9), запишем линейное модульное выражение, задающее функцию 
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§5. Реализация алгоритмов перехода от одной формы задания кусочно-линейной функции к другой в системе компьютерной алгебры Maple V
Система компьютерной алгебры Maple V позволяет выполнять стандартные математические операции над числами и выражениями, а также содержит в себе язык программирования, который позволяет реализовывать новые алгоритмы преобразования алгебраических выражений. Кроме стандартных конструкций языков программирования, этот язык имеет удобные средства для работы именно с алгебраическими выражениями, поэтому в нём удобно реализовывать алгоритмы работы с такими выражениями. В этом состоит причина того, что для реализации алгоритмов, представленных в нашей работе, мы выбрали эту систему.
Мы реализовали следующие алгоритмы преобразования одних способов задания непрерывных кусочно-линейных функций в другие.

1. Переход от линейного модульного выражения к графическому заданию.

2. Переход от кусочного задания к линейному модульному выражению по формулам (8), (9).
3. Переход от графического задания к кусочному.
4. Вычисление кусочного задания 
[image: image123.wmf](
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 по кусочному заданию 
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 (Алгоритм 1).
5. Переход от многоэтажного модульного выражения к линейному модульному выражению (Алгоритм 2).
6. Переход от графического задания к кусочному заданию.
Комбинируя эти алгоритмы, можно перейти от любого из четырёх способов задания непрерывной кусочно-линейной функции к любому другому. В приложении приведены Maple-программы, реализующие перечисленные алгоритмы, вместе с примерами их применения.
Выводы
Мы доказали, что любую непрерывную кусочно-линейную функцию можно задать четырьмя способами: кусочно, линейным модульным выражением, графически и многоэтажным модульным выражением. Мы нашли способы перехода от одних заданий к другим и реализовали их в системе компьютерной алгебры Maple V.
Исследование способов задания непрерывных кусочно-линейных функций
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Приложение 2
Листинг Maple-программы с примерами

(При преобразовании в формат Word фигурные скобки превратились в колонки из знаков ?.)
> restart;
> #Пример линейного модульного выражения:

f:=5-3*abs(x+2)-2*abs(x-1)+abs(x-3)-4*x;
[image: image125.wmf]f

 := 

5

 - 

3

 

x

 + 

2

|

|

 - 

2

 

x

 - 

1

|

|

 + 

x

 - 

3

|

|

 - 

4

 

x


> #Примеры кусочного задания функций:

g:=piecewise(x<0,-x,x>=0,x);

h:=piecewise(x<-2,12,x<1,-6*x,x<3,4-10*x,3<=x,-2-8*x);

#При кусочном задании функции в Maple для каждого промежутка указывается только один его конец. Вторым концом считается конец предыдущего промежутка или бесконечность.
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> #Переход от линейного модульного выражения к графическому заданию.

abs_to_graph:=proc(f)

local x_coord,coord,i;

x_coord:=[];

for i from 1 to nops(f) do

if not (type(op(i,f),linear) or type(op(i,f),rational)) then 

if nops(op(i,f))=1 then x_coord:=[op(x_coord),-coeff(op(1,op(i,f)),x,0)];

#if nops(op(i,f))=1 then x_coord:=[op(x_coord),-op(2,op(1,op(i,f)))];

else x_coord:=[op(x_coord),-coeff(op(1,op(2,op(i,f))),x,0)];

#else x_coord:=[op(x_coord),-op(2,op(1,op(2,op(i,f))))];

fi;

fi;

od;

if x_coord=[] then x_coord:=[0,1];

else

x_coord:=sort(x_coord);

x_coord:=[x_coord[1]-1,op(x_coord),x_coord[nops(x_coord)]+1];

fi;

coord:=[];

for i from 1 to nops(x_coord) do

coord:=[op(coord),[x_coord[i],simplify(subs(x=x_coord[i],f))]];

od;

return coord;

end proc;
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> #Примеры.

f:=5-3*abs(x+2)-2*abs(x-1)+abs(x-3)-4*x;abs_to_graph(f);

g:=2+3*x;abs_to_graph(g);

g_abs := 3+abs(1+x)+2*abs(-2+x)-x-2*abs(x-1)+4*abs(x+41);abs_to_graph(g_abs);simplify(subs(x=42,g_abs));
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> #Переход от кусочного задания к линейному модульному выражению.

piecewise_to_abs:=proc(f)

local g,i;

if type(f,linear) then g:=f;

else

g:=(coeff(op(2,f),x,0)+coeff(op(nops(f),f),x,0))/2;

for i from 1 to nops(f)/2-1 do

g:=g+(coeff(op(2*i+2,f),x,1)-coeff(op(2*i,f),x,1))/2*abs(x-op(2,op(2*i-1,f)));

od;

g:=g+(coeff(op(2,f),x,1)+coeff(op(nops(f),f),x,1))/2*x;

fi;

return g;

end proc;
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;
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;
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;


> #Примеры.

f:=3*x+2;piecewise_to_abs(f);

g:=piecewise(x<0,-x,x>=0,x);piecewise_to_abs(g);

h:=piecewise(x<-2,12,x<1,-6*x,x<3,4-10*x,3<=x,-2-8*x);piecewise_to_abs(h);
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> #Переход от графического задания к кусочному.

graph_to_piecewise:=proc(coord)

local f,i,z;

f:=[];

if nops(coord)=2 then f:=(coord[2][2]-coord[1][2])/(coord[2][1]-coord[1][1])*x+(coord[2][1]*coord[1][2]-coord[1][1]*coord[2][2])/(coord[2][1]-coord[1][1]);

return(f);

else

for i from 1 to nops(coord)-2 do

f:=[op(f),x<coord[i+1][1],(coord[i+1][2]-coord[i][2])/(coord[i+1][1]-coord[i][1])*x+(coord[i+1][1]*coord[i][2]-coord[i][1]*coord[i+1][2])/(coord[i+1][1]-coord[i][1])];

od;

i:=nops(coord)-1;

f:=[op(f),coord[i][1]<=x,(coord[i+1][2]-coord[i][2])/(coord[i+1][1]-coord[i][1])*x+(coord[i+1][1]*coord[i][2]-coord[i][1]*coord[i+1][2])/(coord[i+1][1]-coord[i][1])];

return piecewise(op(f));

fi;

end proc;
> 
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[image: image191.wmf]end if

;

[image: image192.wmf]end proc

;


> #Примеры.

coord:=[[-3, 12], [-2, 12], [1, -6], [3, -26], [4, -34]];graph_to_piecewise(coord);

coord:=[[0, 2], [1, 5]];graph_to_piecewise(coord);
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> #Переход от линейного модульного выражения к кусочному заданию.

abs_to_piecewise:=proc(f)

return graph_to_piecewise(abs_to_graph(f));

end proc;
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 := 
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;


f:=5-3*abs(x+2)-2*abs(x-1)+abs(x-3)-4*x;abs_to_piecewise(f);

g:=2+3*x;abs_to_piecewise(g);
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> #Реализация алгоритма 1 вычисления кусочного задания |f(x)| по кусочному заданию f(x).

piecewise_abs:=proc(f)

local abs_f,i,x_l,x_r,l,r;

abs_f:=[];

for i from 1 to nops(f)/2 do

if i=1 then x_l:=-infinity;

else x_l:=op(2,op(2*i-3,f));

fi;

if i =nops(f)/2 then x_r:=infinity;

else x_r:=op(2,op(2*i-1,f));

fi;

l:=subs(x=x_l,op(2*i,f));r:=subs(x=x_r,op(2*i,f));

if l<0 and r<0 

then abs_f:=[op(abs_f),op(2*i-1,f),-op(2*i,f)];

elif l<0 and r>=0 

then if i<nops(f)/2 

then abs_f:=[op(abs_f),x<simplify(-coeff(op(2*i,f),x,0)/coeff(op(2*i,f),x,1)),-op(2*i,f),op(2*i-1,f),op(2*i,f)];

else abs_f:=[op(abs_f),x<simplify(-coeff(op(2*i,f),x,0)/coeff(op(2*i,f),x,1)),-op(2*i,f),simplify(-coeff(op(2*i,f),x,0)/coeff(op(2*i,f),x,1))<=x,op(2*i,f)];

fi;

elif l>=0 and r<0 

then if i<nops(f)/2 

then abs_f:=[op(abs_f),x<simplify(-coeff(op(2*i,f),x,0)/coeff(op(2*i,f),x,1)),op(2*i,f),op(2*i-1,f),-op(2*i,f)];

else abs_f:=[op(abs_f),x<simplify(-coeff(op(2*i,f),x,0)/coeff(op(2*i,f),x,1)),op(2*i,f),simplify(-coeff(op(2*i,f),x,0)/coeff(op(2*i,f),x,1))<=x,-op(2*i,f)];

fi;

elif l>=0 and r>=0

then abs_f:=[op(abs_f),op(2*i-1,f),op(2*i,f)];

fi;

od;

return piecewise(op(abs_f));

end proc;
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;
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;
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> #Пример.

f:=piecewise(x<-2,12,x<1,-6*x,x<3,4-10*x,3<=x,-2-8*x);

g:=piecewise_abs(f);
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> #Реализация алгоритма 2 преобразования многоэтажного модульного выражения в линейное модульное.

multiabs_to_abs:=proc(f)

local g,i;

g:=0;

for i from 1 to nops(f) do

if type(op(i,f),linear) or type(op(i,f),rational) then g:=g+op(i,f);

else

if nops(op(i,f))=1 then h:=op(op(i,f)) else h:=op(1,op(2,op(i,f))); fi;

if type(h,linear) then g:=g+op(i,f); 

else 

if nops(op(i,f))=1 then g:=g+piecewise_to_abs(piecewise_abs(abs_to_piecewise(multiabs_to_abs(h))));

else g:=g+op(1,op(i,f))*piecewise_to_abs(piecewise_abs(abs_to_piecewise(multiabs_to_abs(h))));

fi;

fi;

fi;

od;

end proc;
Warning, `h` is implicitly declared local to procedure `multiabs_to_abs`
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;
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;

[image: image255.wmf]end if

;
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;
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;


> #Примеры.

f:=5-3*abs(x+2)-2*abs(x-1)+abs(x-3)-4*x;multiabs_to_abs(f);

g:=3+abs(2+3*abs(x-1)-abs(x+2))-2*abs(x-1)+4*abs(2+3*abs(x-1)-2*abs(x-23));g_abs:=multiabs_to_abs(g);

abs_to_graph(g_abs);abs_to_piecewise(g_abs);

h:=2+3*x;multiabs_to_abs(h);
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