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Приложение 5 Рисунок 18. Инъекция перестановок из шести чисел.
Введение
Последовательность 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429,… в «Энциклопедии целочисленных последовательностей», созданной американским математиком и информатиком Нилом Джеймсом Александром Слоэном, имеет номер А000108 среди других пяти тысяч последовательностей [11] (прил.1). На сегодняшний день числа Каталана ещё мало изучены, нежели, например, чем числа Фиббоначи, Стирлинга, Белла или элементы треугольника Паскаля, но, с нашей точки зрения, эта тема не менее интересна, так как позволяет находить новые неординарные подходы к решению задач. Так, 1976 году математик из университета Западной Виргинии Генри Гулд опубликовал библиографию, содержащую 450 ссылок на случаи использования чисел Каталана; во многих случаях авторы статей даже не подозревали, что имели дело с последовательностью, известной в течение двух веков. 
 Актуальность нашей темы состоит в том, что числа Каталана, являясь специальными числами натурального ряда, возникая из комбинаторных задач, порождают своим существованием целый ряд других комбинаторных проблем, требующих решения. 
Объектом исследования являются числа Каталана, предметом – комбинаторные структуры, связанные с ними.
 Цель работы: рассмотреть задачи, приводящие к одной и той же числовой последовательности, и найти решение задачи Дональда Кнута про перестановки из [image: image12.png]


 чисел. 
Задачи работы: 1) дать различные определения чисел Каталана и установить связь между ними; 2)  установить биекции между некоторыми множествами; 3) установить биекцию между правильными расстановками [image: image14.png]


 пар скобок и перестановками Дональда Кнута из [image: image16.png]


 чисел; 4) показать ряд свойств комбинаторных структур, связанных с числами Каталана.
Методы исследования: 1) поиск, анализ и синтез различных источников информации: книг, статей, Интернет-ресурсов; 2) самостоятельное решение комбинаторных задач; 3) поиск новых подходов к решению уже известных задач.
Новизна данной работы заключается в подборе, составлении и решении задач по теме исследования, а также в том, что в известных нам источниках литературы по данной теме вопрос об установлении биекции между перестановками Дональда Кнута и правильными расстановками скобок не поднимался. Теоретическая и практическая значимость – в использовании на кружках и факультативах, для подготовки к олимпиадам.
Основная часть
Глава 1 История вопроса о числах Каталана
1.1 Задача Эйлера. Триангуляции выпуклого [image: image18.png]n+2-—



угольника
[image: image1.png]n+2—
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 На самом деле, первым, кто столкнулся с заинтересовавшей нас последовательностью, был великий швейцарский математик Леонард Эйлер (прил.1). Он задался вопросом: «Сколько существует различных способов разрезать выпуклый [image: image20.png]n+2—




угольник на треугольники непересекающимися внутри него диагоналями? » [7, с.264]. 
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Для n = 1, 2, 3 и 4 все способы изображены на рисунках 1, 2, 3 и 4 соответственно. Интересно, но как же быть с семиугольником? Неужели нужно рисовать все способы? Нет, можно выделить одну из сторон и расклассифицировать разрезания в зависимости от выбора третьей вершины. Выделив сторону А1А2, имеем 5 разных случаев (вершины А3, А4, А5, А6, А7) (рис. 5). В итоге получаем [image: image22.png]14+5+2«2+5+ 1

42



 способа триангулировать семиугольник. Из этого частного случая вытекает решение данной задачи для общего случая. Пусть для [image: image24.png]n+2—



 угольника искомое число равно [image: image26.png]


, тогда [image: image28.png]Dy =Dp *Ppq +P1 *
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. Возникает последовательность из чисел: [image: image32.png]1,1,2,5,14,42,132,429,1430,4862,16796





1.2 Задача Каталана. Вычисление произведений
Произведение abc можно понимать двояко – (a(bc)) или ((ab)c). Произведение abcd можно записать пятью способами: (((ab)c)d), ((a(bc))d), (a((bc)d)), (a(b(cd))) и ((ab)(cd)). Но сколькими способами [image: image34.png]


 можно записать произведение из [image: image36.png]n+1



 букв с помощью[image: image38.png]


 пар скобок? Пусть в строку записано произведение [image: image40.png]Xq%5 ..

X



. В конечном счете, оно получается как произведение произведения первых нескольких символов на некоторое произведение остальных: [image: image42.png]X1 Xppg = (X925 Xy ) * (X gaq weXpsq)



. Первые [image: image44.png]


 символов могут быть скомбинированы [image: image46.png]


 способами, последние же [image: image48.png]n+1l—gq



 символов - [image: image50.png]


 способами. Таким образом, [image: image52.png]d,=dy*d, y+dy*d, ,+...+d,_y*d,_ +...+d,_, *d,



.
Итак, число различных перестановок [image: image54.png]


 пар скобок в произведении из [image: image56.png]n+1



 множителей, а также различных триангуляций выпуклого [image: image58.png]n+2-—



угольника задаётся следующим реккурентным соотношением: [image: image60.png]
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.
Числа вида [image: image64.png]


 и называют числами Каталана в честь бельгийского математика Эжена Шарля Каталана, подробно изучившего эту последовательность [2, c.195] (прил.1).
Оказывается, можно установить взаимно однозначное соответствие между разбиениями на треугольники и способами подсчёта произведений [2, c.21] (прил. 2, 3).
Глава 2 Задачи разные – ответ один
2.1 Скобочные структуры

В перестановке скобок из задачи Каталана уберём все буквы, самую левую и самую правую скобки. То, что получится, назовём правильной скобочной структурой   [7, c.182].  Полученная расстановка скобок обладает следующими свойствами: общее количество открывающих скобок равно количеству закрывающих и ни на каком начальном участке количество закрывающих скобок не превышает количество открывающих. К примеру, скобочные структуры ( ))( или ( )((( ))))( неправильные.
Правильная скобочная структура из 1 пары скобок - ( ), правильных расстановок 2 пар скобок две: ( )( ) и (( )). Пусть различных правильных скобочных структур из [image: image66.png]


 пар скобок – [image: image68.png]


. Сопоставим крайней левой скобке первую правую такую, что количества левых и правых скобок, заключённых между указанными скобками равны. Тогда между этими скобками заключена правильная скобочная структура из [image: image70.png]


 пар скобок, а вне выбранных скобок – из [image: image72.png]n—m-—1



 пар скобок. В совокупности способов – [image: image74.png]xS, _ o4



. В силу произвольности выбора [image: image76.png]


 имеем: [image: image78.png]5 = Sp *Sp_qteeetSpm * SpomoqF---FSn—q1 *Sp



.
Зачастую вместо того, чтобы искать громоздкое решение задачи и получать это соотношение, можно установить биекцию с каким-нибудь уже известным комбинаторным объектом. В качестве второго очень удобно применять правильные скобочные структуры.
2.2 Пути Дика и задача про карандаши
В заданиях заочного тура олимпиады МГУ «Покори Воробьёвы горы - 2011» нам встретилась задача, с которой началось наше знакомство с числами Каталана: «Имеются 12 карандашей попарно различной длины. Сколькими способами можно уложить их в коробку в 2 слоя по 6 карандашей так, чтобы в каждом слое карандаши были упорядочены по возрастанию длины (слева направо), а каждый карандаш верхнего слоя лежал строго над карандашом нижнего слоя и был короче его?» [9] С помощью этой задачи мы самостоятельно вывели, что [image: image80.png]


.
Для решения нам понадобится ещё один объект – путь Дика из [image: image82.png]2n



 звеньев. Это ломаная на плоскости, которая соединяет начало координат и точку с координатами [image: image84.png]


, имеет векторы звеньев [image: image86.png](£1;1)



 и целиком лежит в правой полуплоскости. Векторы последовательных звеньев могут быть одинаковыми [7,c.183] (прил. 4). 

[image: image272.jpg]


[image: image273.jpg]


Рассмотрим все укладки карандашей, при которых в каждом слое карандаши упорядочены по возрастанию длины. Назовём укладку хорошей, если она удовлетворяет условию, и плохой – в противном случае, и каждой хорошей укладке сопоставим путь Дика, а каждой плохой – путь Дика, пересекающий прямую [image: image88.png]


 более чем в одной точке. Для этого расположим карандаши из произвольной укладки в порядке возрастания длины. Если карандаш лежал в верхнем слое, то сопоставим ему движение вверх-вправо, а карандашу из нижнего слоя – движение вверх-влево. Верхний конец ломаной имеет координаты (0;12). На рисунке 6 – пример такой ломаной. Общее количество хороших и плохих путей Дика однозначно определяется 6 движениями (1;1) и 6 движениями (–1;1), поэтому равно [image: image90.png]


. 
[image: image274.jpg]


[image: image275.jpg]


Каждая плохая ломаная пересекает прямую [image: image92.png]


, по крайней мере, в одной точке. Возьмём часть плохой ломаной, концами которой являются точка пересечения ломаной с прямой [image: image94.png]


 с наибольшей ординатой и точка (0;12) и отразим эту часть симметрично относительно прямой [image: image96.png]


. Тогда точка (0;12) перейдёт в точку В(–2;12). Новая ломаная также определяется [image: image98.png]


 движениями (1;1) и [image: image100.png]


 движениями (–1;1). Тогда всего движений [image: image102.png]x+y



, а т.к. абсцисса точки B равна [image: image104.png]


, то [image: image106.png]


. [image: image108.png]xty
{x*:v




  [image: image110.png]


. Таким образом, количество плохих ломаных равно [image: image112.png]


. 

Количество хороших ломаных равно [image: image114.png]*CE =132



. В силу произвольности выбора начального общего количества карандашей получаем, что хороших укладок для [image: image116.png]2n



: [image: image118.png]


. Нетрудно убедиться, что число различных путей Дика из [image: image120.png]2n



 звеньев равно [image: image122.png]


, сопоставив каждому пути правильную скобочную структуру (рис. 7). Отсюда и следует, что [image: image124.png]


. 
Глава 3 Перестановки Дональда Кнута
В 1970-е годы американский учёный-математик Дональд Кнут заинтересовался сколькими способами можно так переставить [image: image126.png]


 натуральных чисел, чтобы никакие три из чисел полученной последовательности не шли в порядке возрастания [4, c.5] (прил.1).
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При [image: image128.png]


 эта перестановка единственна. При [image: image130.png]


 обе перестановки 21 и 12 удовлетворяют условию. При [image: image132.png]


 не подходит только перестановка 123. При [image: image134.png]


 годятся все незачёркнутые перестановки (рис. 8). В связи с этим возникает гипотеза: число различных перестановок  Дональда Кнута равно [image: image136.png]


.
Решение самого Кнута найти нам, к сожалению, не удалось, в связи с чем мы попытались придумать своё. Идея основана на установлении биекции между перестановками [image: image138.png]


 натуральных чисел и скобочными структурами, при которой каждому числу в перестановке соответствует пара  скобок в скобочной структуре и наоборот.  

Гипотеза: Назовём перестановку правильной, если она удовлетворяет условию. Тогда каждой правильной перестановке можно сопоставить правильную скобочную структуру. Причём разным перестановкам соответствуют разные скобочные структуры.
В начале исследования построили инъекцию для [image: image140.png]


 по следующему правилу: Первому числу сопоставим пару из крайней левой открывающей скобки и крайней правой закрывающей скобки. Например, в перестановке 213 числу 2 сопоставим скобки [image: image142.png]


. Следующим после него числам сопоставим: 
1) подряд идущие закрывающую и открывающую скобки, если это число больше какого-то из предыдущих, например, в перестановке 132 числу 3 сопоставим пару скобок [image: image144.png]


 в скобочной структуре [image: image146.png]


;
2) подряд идущие открывающую и закрывающую, если это число меньше предыдущего более чем на 1, например, в перестановке 231 числу 1 сопоставим пару скобок [image: image148.png]


  в скобочной структуре  [image: image150.png]0O C0)
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;
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3) открывающую и закрывающую, если это число меньше предыдущего на 1, причём закрывающую ставим перед закрывающей скобкой предыдущего числа, например, в перестановке 321 числу 2 сопоставим пару скобок [image: image152.png]


 , а числу 1 сопоставим пару скобок [image: image154.png]


  в скобочной структуре  [image: image156.png](CO))
3911213



 . 
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При [image: image158.png]


 очевидно: [image: image160.png]


. Для [image: image162.png]


 получаем две правильные скобочные структуры:[image: image164.png]0
2112



  и  [image: image166.png]00
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  для перестановок 21 и 12 соответственно. Для [image: image168.png]


 инъекция показана на рисунке 9.
При построении инъекции для [image: image170.png]


 по данному правилу возникли проблемы. В частности, перестановки 4132 и 3142, где тройка меняется местами с четвёркой, относительно последовательных чисел являются одинаково монотонными и переходят в одну и ту же скобочную структуру. В связи с этим мы сделали вывод, что это правило нужно усовершенствовать. 
В процессе исследования возникла более изящная идея. Дело в том, что перестановка из [image: image172.png]


 чисел получается из перестановки из [image: image174.png]


 чисел добавлением числа [image: image176.png]


. По сути, чтобы получить расстановку [image: image178.png]


 пар скобок, которая сопоставляется перестановке Дональда Кнута из [image: image180.png]


 чисел, нужно в расстановку [image: image182.png]


 пар скобок, которая сопоставляется перестановке Дональда Кнута из [image: image184.png]


 чисел, определённым образом вставить пару скобок, сопоставляемую числу [image: image186.png]


. Рассмотрим частные случаи. Как показано выше перестановкам 12 и 21 соответствуют структуры [image: image188.png]00
19221



 и [image: image190.png])
2112



. Теперь получим из этих расстановок скобок расстановки, сопоставляемые перестановкам Кнута из трёх элементов. В зависимости от того на какое место вставляем 3 в перестановки 12 и 21 сопоставим ей пару скобок следующим образом: если 3 в перестановке стоит
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1) на 1 месте, то сопоставляем ей крайнюю левую и крайнюю правую скобки [image: image192.png]


 . Заметим, что таких перестановок две и обе годятся. Далее действуем уже по сформулированному ранее правилу. В данном случае, если после 3 в перестановке стоит 2, то внутри пары уже поставленных скобок ставим скобочную структуру, соответствующую перестановке 21, не меняя её. А если после 3 в перестановке стоит 1, то внутри пары уже поставленных скобок ставим скобочную структуру, соответствующую перестановке 12, предварительно изменив её перемещением закрывающей скобки из пары скобок, сопоставляемой числу 1, в место между открывающей скобкой, сопоставляемой числу 1, и закрывающей, сопоставляемой числу 2 (рис. 10). 
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2) не на 1 месте, то сопоставляем ей подряд идущие закрывающую и открывающую скобки [image: image194.png]


 и вставляем их в соответствующую скобочную структуру непосредственно после открывающей скобки предыдущего числа (рис. 11).
Из полученных скобочных структур из трёх пар скобок получим расстановки скобок, которые сопоставим перестановкам Кнута из четырёх элементов, по тому же правилу, вставляя 4 в перестановки 321, 312, 231, 132 и 213. Если 4 в перестановке стоит
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1) на 1 месте, то также сопоставляем ей крайнюю левую и крайнюю правую скобки [image: image196.png]


 . Далее, если после 4 в перестановке стоит 3, то внутри пары уже поставленных скобок ставим соответствующую скобочную структуру из 3 пар скобок, не меняя её (рис. 12). 
Если же после 4 в перестановке стоит не 3, то внутри пары уже поставленных скобок ставим соответствующую скобочную структуру, предварительно изменив её:
[image: image287.jpg]QO N



            а)  перемещением закрывающей скобки из пары скобок, сопоставляемой первому числу, в место непосредственно перед первой встретившейся закрывающей скобкой в случае, если после этого первого числа идёт число, не меньшее его на 1. Пример изображён на рисунке 13.
        б)  в случае, если после первого числа подряд идут числа, вместе с ним образующие в том же порядке убывающую арифметическую прогрессию с разностью 1, перемещением нескольких подряд идущих закрывающих скобок из пар скобок, сопоставляемых этим числам, в место непосредственно перед первой встретившейся закрывающей скобкой. Пример изображён на рисунке 14.
2) не на 1 месте, то также сопоставляем ей подряд идущие закрывающую и открывающую скобки [image: image198.png]


 и вставляем их в соответствующую скобочную структуру непосредственно после открывающей скобки предыдущего числа. Пример – на рисунке 15.

Инъекция для всех перестановок из четырёх чисел показана на рисунке 16. Из неё мы таким же образом можем получить инъекцию для перестановок из пяти чисел, которая показана на рисунке 17. Из неё также выходит инъекция для перестановок из шести чисел. Осталось показать, что все полученные по этому принципу скобочные структуры разные и обобщить его для [image: image200.png]


. Рассмотрим это на примере для перестановок из шести чисел, после которого всё становится чуть ли не очевидным (смотреть рисунок 18 в приложении 5). Заметим следующее: начало скобочной структуры, сопоставляемой соответствующей перестановке, зависит от места, на котором стоит число 6 в этой перестановке. Перестановкам, в которых 6 стоит на шестом месте, соответствуют расстановки скобок вида ((((( )(…), перестановкам, в которых 6 стоит на пятом месте, соответствуют структуры вида (((( )(…), перестановкам, в которых 6 стоит на четвёртом месте, - структуры вида ((( )(…), перестановкам, в которых 6 стоит на третьем месте, - структуры вида (( )(…), а перестановкам, в которых 6 стоит на втором месте, - структуры вида ( )(…). Причём различным таким перестановкам соответствуют различные скобочные структуры. Это следует из того, что они были получены прибавлением подряд идущих скобок )( в скобочные структуры, полученные из перестановок из пяти элементов, которые, в свою очередь, были различными. Перестановкам же, в которых 6 стоит на первом месте, соответствуют расстановки скобок вида (((((( ))…), ((((( ))…), (((( ))…), ((( ))…) или           (( ))(…). Это зависит от того, на каком месте в этих перестановках стоит число 5. Заметим, что в случаях, когда 5 стоит на втором месте и не на втором, соответствующие скобочные структуры различны. Это происходит из-за того, что если 5 стоит в перестановке на втором месте, то соответствующая ей скобочная структура не является структурой вида (…)(…). А если же 5 стоит в перестановке не на втором месте, то соответствующая ей скобочная структура является структурой вида (…)(…).     
Таким образом, все полученные скобочные структуры из шести элементов разные. Легко видеть, что и при получении расстановок [image: image202.png]


 пар скобок по такому же принципу из расстановок [image: image204.png]


 пар скобок все полученные структуры различные. Итак, получаем окончательное правило для построения инъекции перестановок Дональда Кнута из [image: image206.png]


 элементов в правильные скобочные структуры из [image: image208.png]


 пар скобок с помощью метода математической индукции: перестановкам 12 и 21 соответствуют структуры ( )( ) и     (( )). Пусть задана инъекция для [image: image210.png]


. Тогда получим расстановку [image: image212.png]


 пар скобок, которая сопоставляется перестановке Дональда Кнута из [image: image214.png]


 чисел, из заданной расстановки [image: image216.png]


 пар скобок, которая сопоставляется перестановке Дональда Кнута из [image: image218.png]


 чисел, вставляя пару скобок, сопоставляемую числу [image: image220.png]


 следующим образом: если [image: image222.png]


 в перестановке стоит: 1) на 1 месте, то также сопоставляем ей крайнюю левую и крайнюю правую скобки. Далее, если после [image: image224.png]


 в перестановке стоит [image: image226.png]


, то внутри пары уже поставленных скобок ставим соответствующую скобочную структуру из [image: image228.png]


 пар скобок, не меняя её. 
Если же после [image: image230.png]


 в перестановке стоит не [image: image232.png]


, то внутри пары уже поставленных скобок ставим соответствующую скобочную структуру, предварительно изменив её: а)  перемещением закрывающей скобки из пары скобок, сопоставляемой первому числу, в место непосредственно перед первой встретившейся закрывающей скобкой в случае, если после этого первого числа идёт число, не меньшее его на 1. 

         б)  в случае, если после первого числа подряд идут числа, вместе с ним образующие в том же порядке убывающую арифметическую прогрессию с разностью 1, перемещением нескольких подряд идущих закрывающих скобок из пар скобок, сопоставляемых этим числам, в место непосредственно перед первой встретившейся закрывающей скобкой. 

2) не на 1 месте, то также сопоставляем ей подряд идущие закрывающую и открывающую скобки и вставляем их в соответствующую скобочную структуру непосредственно после открывающей скобки предыдущего числа.
Таким образом, мы доказали инъективность отображения из множества перестановок Дональда Кнута из [image: image234.png]


 чисел во множество правильных скобочных структур из [image: image236.png]


 пар скобок - необходимое условие биекции. Доказательство сюръективности этого отображения, то есть, что каждой правильной скобочной структуре можно сопоставить перестановку Кнута, и все перестановки при этом будут различными, является перспективой для дальнейшего исследования в ближайшем будущем. В известных нам источниках литературы по данной теме вопрос об установлении биекции между перестановками Дональда Кнута и правильными расстановками скобок не поднимался. 
Заключение
 «Ответ от задачи не зависит!» [4, с. 2] Это изречение, могло принадлежать как Эйлеру и Каталану, так и их последователям, также оно очень удачно подходит для всех рассмотренных нами задач. 

Итак, числовая последовательность Каталана интересна, прежде всего, тем, что появляется, очень часто самым неожиданным образом, во многих задачах из различных областей математики и преимущественно при решении комбинаторных проблем. 

В ходе исследования было дано несколько определений чисел Каталана различными способами, рассмотрены их взаимосвязи. Нами было подобрано, самостоятельно составлено и решено большое количество комбинаторных задач, в которых обнаруживаются  числа Каталана и их свойства. Некоторые из задач приведены к общему случаю. В данной работе мы показали ряд свойств комбинаторных структур, связанных с числами Каталана, сформулировали правило для построении инъекции перестановок Дональда Кнута в правильные скобочные структуры для [image: image238.png]


. Таким образом, цель работы достигнута. Анализируя различные источники литературы, мы пришли к  выводу, что числа Каталана актуальны и очень популярны в современной математике. Они часто встречается на математических олимпиадах. Хочется отметить, что данная тема требует очень серьезного внимания и является не до конца изученной, несмотря на большое количество публикаций. Мы видим перспективы дальнейшего исследования в данной области в доказательстве достаточного условия биекции для перестановок Кнута при [image: image240.png]


, а также в выявлении новых комбинаторных объектов и их свойств, связанных с замечательной последовательностью Каталана. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ

Приложение 1

Указатель имён
Леонард Эйлер (1707-1783) - швейцарский, немецкий и российский математик, внёсший значительный вклад в развитие математики, а также механики, физики, астрономии и ряда прикладных наук. Эйлер - автор более чем 800 работ по математическому анализу, дифференциальной геометрии, теории чисел, приближённым вычислениям, небесной механике, математической физике, оптике, баллистике, кораблестроению, теории музыки и др.


Эже́н Шарль Катала́н ( 1814 - 1894) – бельгийский математик. Получил образование в Парижской политехнической школе. Сначала был профессором в Шалонской коллегии, затем репетитором в Парижской политехнической школе и в коллегии святой Варвары, профессором в коллегии Карла и в лицее святого Людовика. Каталан написал более 200 мемуаров, ставящих его в число лучших геометров XIX века.

Нил Джеймс Александр Слоэн – (1939 – 72 года) американо-британский математик и информатик. Известен прежде всего как создатель энциклопедии последовательностей целых чисел. В его активе находятся работы из области комбинаторики, корректирующих кодов и проблемы плотности сфер. В 2005 году он получил Медаль Hamminga.

Дональд Эрвин Кнут - (1938 (73 года)) американский учёный, почётный профессор Стэнфордского университета, иностранный член Российской академии наук, преподаватель и идеолог программирования, изобретатель «кривой дракона», автор классических трудов «Искусство программирования», «Конкретная математика» и  др.
         Приложение 2
Способ нахождения [image: image242.png]


ого числа Каталана                                                                                                                
Записываем одно за одним первые [image: image244.png]


 чисел последовательности, а под ними – те же числа, но в обратном порядке, умножаем каждое верхнее число на соответствующее нижнее и складываем произведения. Например, [image: image246.png]¢y, = 58786



.


         Приложение 3
Связь между задачами Эйлера и Каталана 

Будем записывать буквы последовательно на сторонах [image: image248.png]n+2—



угольника против часовой стрелки. При этом одна сторона останется свободной. Пусть заданы все диагонали  [image: image250.png]n+2—



угольника, тогда каждой диагонали можно сопоставить пару скобок, заключающих произведение выражений на сторонах прилегающего к ней треугольника. На изображённых выше рисунках показаны случаи для [image: image252.png]


, [image: image254.png]


  и один из 1430 случаев для [image: image256.png]


.

  Приложение 4
Путь Дика из [image: image258.png]2n



 звеньев, соединяющий точки с координатами [image: image260.png]


 и [image: image262.png](2n;0)





       Приложение 5
Рисунок 18. Инъекция перестановок из шести чисел.
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