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1. Введение
В книге [1, гл. 4] рассматривается конструкция, приводящая к неравенствам особого вида, называемым неравенствами Ки Фана. Кратко воспроизведем ситуацию.


Пусть даны числа 
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 из промежутка 
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где 
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. Для каждой из групп чисел можно записать их арифметические и геометрические средние 
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. В этой книге доказано, что имеет место неравенство
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называемое неравенством Ки Фана.


В статье [2] было сделано геометрическое наблюдение: преобразование 
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 является центральной симметрией относительно центра 
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. Кроме того была доказана справедливость неравенства Ки Фана для случая, когда вместо симметрии с центром 
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 рассматривается симметрия с центром 
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. Наконец, там же была поставлена задача об изучении взаимосвязи между неравенством Ки Фана и гомотетией вещественной прямой. Решением этой задачи мы начали заниматься в прошлом году.


Далеко не всякая гомотетия применима к конфигурации из точек 
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, потому что один из элементов может стать отрицательным, вследствие чего среднее геометрическое не образуется.


Прежде всего, мы нашли область допустимых гомотетий – область, к точкам которой применимы неравенства Ки Фана. Каждая гомотетия характеризуется двумя параметрами: центром 
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 и коэффициентом 
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. Другими словами, каждая гомотетия изображается в виде точки на вспомогательной координатной плоскости 
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. В области допустимых гомотетий была найдена так называемая кривая Ки Фана, то есть множество таких точек, для которых соответственные гомотетии порождают такие арифметико-геометрические средние, что выполняется равенство 
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Кривая Ки Фана делит область допустимых гомотетий на 5 секторов. Было показано, что в трех из них выполняется неравенство Ки Фана со строгим знаком «<», а в оставшихся секторах – аналогичное неравенство, но со знаком «>».

В дальнейшем области со знаком «<» будем называть областью Ки Фана, со знаком «>» – парадоксальной областью Ки Фана.


Цель работы этого года состояла в том, чтобы получить аналогичные результаты для конфигурации из произвольного количества точек.

2. Точные формулировки
Рассмотрим положительные числа 
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. Они порождают некоторые средние величины: среднее арифметическое этих чисел, которое обозначается 
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, среднее геометрическое, которое обозначается 
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 и задается равенством 
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Рассмотрим гомотетию положительных чисел 
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 с отрицательным коэффициентом 
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 и центром 
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, который удовлетворяет условию 
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 под действием этой гомотетии.
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По определению гомотетии 
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. Вычисляя координаты векторов, получим 
[image: image43.wmf])

(

'

l

l

-

=

-

a

p

a

. Выражая отсюда 
[image: image44.wmf]'

a

, получим, что 
[image: image45.wmf]l

)

1

(

'

p

pa

a

-

+

=

. Аналогично выражаем остальные числа 
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При 
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 гомотетия превращается в центральную симметрию, и формулы для штрихованных чисел принимают вид 
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3. Постановка и решение задачи
Цель данной работы состоит в том, чтобы найти условия, необходимые и достаточные для того, чтобы выполнялись неравенства 
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Мы попытались понять, что произойдет при переходе от «двухточечной» конфигурации к конфигурации из произвольного количества точек. Изначально было неясно, будет ли ситуация принципиально иной или дословно такой же, или похожей на прежнюю. Было неясно, не появятся ли у кривой Ки Фана новые ветви, как они будут выглядеть, на сколько областей разобьется область допустимых гомотетий, и так далее. Мы сумели ответить на некоторые из этих вопросов.
Теорема 1. Пусть даны числа 
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 под действием гомотетии с центром 
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 и отрицательным коэффициентом 
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. Если отрицательный коэффициент 
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 гомотетии с центром 
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 удовлетворяет неравенству 
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Доказательство. Покажем, что для чисел 
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 справедливо неравенство Ки Фана. Во-первых, коэффициент 
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 удовлетворяет неравенству 
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, следовательно,  
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, и, следовательно, 
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. В силу условий получаем, что 
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Аналогичным образом доказываем справедливость неравенства Ки Фана для дальнейших пар чисел, закачивая числом 
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. Доказательство будем проводить методом прямой и обратной индукции. 
По индукции докажем, что данное неравенство верно при 
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 чисел. Докажем тогда, что оно справедливо для 
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Сперва запишем неравенство Ки Фана для чисел для чисел 
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. Перемножим их, записав арифметико-геометрические средние с использованием введенных ранее обозначений: 
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. Извлечем из каждой части неравенства квадратный корень, руководствуясь тем, что они положительны: 
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. В левой части неравенства мы получили отношение средних геометрических чисел 
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. Рассмотрим правую часть неравенства. Заметим, что числитель правой части неравенства представляет собой среднее геометрическое чисел 
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. В свою очередь, знаменатель правой части неравенства представляет собой среднее геометрическое чисел 
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. Таким образом, правая часть неравенства представляет собой отношение средних геометрических чисел, о которых мы упомянули выше. Запишем неравенство Ки Фана для этих чисел: 
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Ранее было оговорено, что неравенство Ки Фана справедливо для пар чисел 
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 - некоторая пара чисел, удовлетворяющих условию 
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 гомотетии с центром 
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 и коэффициентом 
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[image: image110.wmf]n

a

a

n

'

'

1

+

+

L

 при помощи исходных чисел: 
[image: image111.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

+

+

+

=

+

+

+

-

=

-

+

+

+

-

+

=

+

+

2

2

2

1

1

1

1

1

1

1

'

'

1

n

n

n

n

a

a

p

p

a

p

a

p

p

p

a

p

p

a

n

n

a

a

L

L

L

L

l

l

l



[image: image112.wmf](
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 равносильно преобразованию 
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. Аналогично проводим рассуждения для числа 
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Рассмотрим условия выполнения неравенств Ки Фана для каждой из пар чисел 
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Очевидно, что условие 
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 обобщает и дополняет условия 
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Рассмотрим условия 
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Заметим, что выражение 
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Вывод: неравенство Ки Фана справедливо для 
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Таким образом, мы доказали справедливость неравенства Ки Фана для 
[image: image144.wmf]k

n

2

=

 чисел. Перейдем к выполнению обратной индукции. Пусть для конфигурации 
[image: image145.wmf])

,

,

(

1

m

a

a

U

K

=

 из 
[image: image146.wmf]m

 чисел справедливо утверждение нашей теоремы. Рассмотрим вспомогательную конфигурацию 
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Запишем неравенство Ки Фана для новой конфигурации чисел: 
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. Дальнейшее упрощение проведем по частям. Первым делом рассмотрим числитель правой части неравенства. Его можно записать в виде 
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. Аналогичным образом представим знаменатель левой части неравенства. Целиком запишем неравенство с использованием полученных формулировок: 
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. Разделим обе части неравенства на 
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. Итак, из справедливости неравенства Ки Фана для 
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Таким образом, нами доказана теорема о выполнении неравенств Ки Фана только для одного случая расположения чисел 
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В прошлом году нами была доказана теорема о том, что неравенства Ки Фана имеют место в том случае, если на плоскости 
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Для этого рассмотрим такое понятие, как неявное задание функции. В общем виде функция с двумя переменными неявно задается равенством 
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Сформулируем и докажем несколько теорем.

Теорема 2. Для любого отрицательного 
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Доказательство. Рассмотрим введенное ранее неявное задание кривой Ки Фана. Сперва запишем его с использованием чисел из приведенной конфигурации: 
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Сначала будем искать предел функции 
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Причем значение этого предела меньше значения дроби 
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Следующий шаг – нахождение предела функции 
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 так же будет принимать отрицательное значение в силу того, что среднее арифметическое меньше значения наибольшего из чисел 
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. Заметим, что, как и в случае с числителем, первый сомножитель знаменателя стремится к положительному числу. Аналогично проводим рассуждения для оставшихся сомножителей, кроме последнего. Его рассмотрим отдельно. Так как 
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, то этот сомножитель стремится к нулю, вследствие чего весь знаменатель стремится к нулю. Так как весь знаменатель стремится к нулю, то 
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что превосходит по значению дробь 
[image: image236.wmf]G
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.
Рассмотрим выражения (6) и (7). Мы нашли стремление функции к двум границам, правой и левой, ее области определения, получив при этом два разных предела. Таким образом, на отрезке 
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 функция пробегает все значения от единицы до бесконечности, при этом в одной из точек значение функции равно 
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, причем данная точка - единственная. Значит, такая кривая Ки Фана существует. Теорема доказана.
О функции, которую мы упомянули выше, мало что известно, но мы точно знаем, что она существует. Нам неизвестно, каким образом функция задается явным образом, но известны некоторые ее свойства.
Теорема 3. Функция 
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 убывает на всей области определения.
Доказательство. Для того чтобы узнать характер монотонности функции, необходимо найти ее производную: 
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. Распишем это выражение подробнее: 
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. По отдельности рассмотрим все элементы этого выражения.
1) 
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 записывается в виде 
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. Тогда производная этого множителя будет равна 
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2) Для того, чтобы найти производную множителя 
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, необходимо в первую очередь найти производную 
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, множителей числа 
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 имеет вид 
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, тогда его производная равна 
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. Производная принимает вид 
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. Дифференцируем среднее геометрическое как сложную функцию: 
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. Один из множителей представляет собой не что иное, как среднее геометрическое чисел 
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 в степени 
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. Тогда данное выражение запишется в виде 
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. Используя формулу 
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, проводим упрощение дальше, вынося при этом общий множитель 
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. При дальнейшем упрощении потребуется знать среднее гармоническое 
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 чисел 
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. Преобразуем знаменатель дроби: 
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. Продолжим упрощение знаменателя, записав в дроби, находящейся в знаменателе, произведение чисел в виде их среднего геометрического в степени 
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. Тогда сумма чисел в знаменателе равна 
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Продолжим упрощение производной среднего геометрического. Мы нашли значение суммы 
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. Заменим данную сумму в производной полученным значением: 
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. После сокращения дроби на 
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 и умножения степеней с одинаковыми основаниями, получаем: 
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. Таким образом, мы нашли значение производной среднего геометрического 
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Вернемся к нахождению производной функции 
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. Подставим найденные ранее значения множителей 
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 в упрощаемое выражение: 
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. Вынесем общий множитель 
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 в числителе за скобки: 
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. Сократим дробь на 
[image: image278.wmf]'

G

: 
[image: image279.wmf](

)

'

'

'

'

1

G

H

A

H

p

-

×

-

. Приведем дробь  более удобному виду: 
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. Множитель 
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 положителен, множитель 
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 отрицателен в силу соответствующего неравенства Коши, знаменатель дроби положителен. Следовательно, производная функции 
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 отрицательна, а значит, функция 
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 убывает на всей области определения, при этом каждому значению 
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 соответствует единственное значение 
[image: image286.wmf]0

p

, т.е. на горизонтальной линии 
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 находится точно одна точка кривой Ки Фана. Теорема доказана.
Нами показано следующее:
1) часть кривой Ки Фана, лежащая в четвертом квадранте, представляет собой график функции 
[image: image288.wmf](
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2) данная функция является монотонно убывающей;
3) значения функции 
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 удовлетворяют двойному неравенству 
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4) точки четвертого квадранта, лежащие правее кривой Ки Фана, таковы, что для них выполняется неравенство 
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5) точки из области допустимых гомотетий, лежащие в четвертом квадранте левее кривой Ки Фана, таковы, что для них выполняется неравенство 
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.
4. Вывод 
Не имея явного уравнения кривой Ки Фана, мы знаем расположение этой кривой и несколько ее свойств. Также для данной конфигурации мы нашли все части плоскости, на которых выполняется неравенство Ки Фана, выполняется с противоположным знаком и достигается знак «=».
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