Синюкова Анна, Александрова Мария
I. Введение.
     «Геометрия» – землемерие. Простейшие приспособления для разметки на земле –  колышки и верёвка. «Линейка» – два колышка и верёвка – позволяет через две точки провести прямую. «Циркуль» – так же два колышка и верёвка – один колышек фиксируется – это центр окружности, другим, отстающим от первого колышка на фиксированное расстояние  R, чертится кривая – окружность радиуса R с заданным центром. Естественным образом определяются точки пересечения окружностей, прямых или прямых с окружностями. Таким образом, возникает класс геометрических задач      «на построение», использующие два идеализированных инструмента – «циркуль», позволяющий строить окружности заданных радиусов с заданными центрами, и «линейка», строящая прямую, проходящую через две заданные точки.
      В школе рассматриваются простейшие построения: построить данный угол, если имеется одна сторона и точка – вершина («отложить» угол от данного луча), отложить отрезок от данной точки на прямой и т.п. Далее рассматриваются элементарные построения: деление угла на две части, отрезка в данном отношении (нахождение четвёртого пропорционального) и т.п. Можно отметить, что если выбрать некоторый отрезок за единичный, то можно построить отрезки, длины которых выражаются через целые числа с помощью четырёх арифметических действий и извлечения квадратного корня. (Чтобы не ограничивать действие вычитания, можно считать, что можно построить число α, если можно построить отрезок длины |α|). Можно говорить, что строятся не отрезки, а числа (в том числе и отрицательные). Такие числа называются пифагоровыми. Ещё раз – число α наз. пифагоровым, если циркулем и линейкой из отрезка единичной длины можно построить отрезок длиной |α|. С пифагоровыми числами можно выполнять сложение, вычитания, умножение, деление и извлечение квадратного корня, и в результате снова будут получаться пифагоровы числа.
     Пусть на плоскости задана декартова система координат, на осях которой отложен единичный отрезок. Точка плоскости называется пифагоровой, если её координаты пифагоровы. Тогда точка плоскости, полученная из пифагоровых точек с помощью циркуля и линейки, также является пифагоровой.
     Указанные соображения служат основой алгебраического метода решения задач «на построение».

     Кроме этого, в задачах на построение используются (более элементарные) методы: геометрических преобразований и метод пересечения фигур (геометрических мест). Далее будут приведены примеры, использующие разные методы.
II. Постановка задачи.
     Цель работы – перечисление всех задач на построение треугольника циркулем и линейкой по трём основным элементам. В качестве основных элементов были выбраны стороны, углы, медианы, высоты и биссектрисы. По каждой работе указанной серии будет дано пояснение – решается данная задача или не решается, или это неизвестно (авторам данной работы). Для унификации обозначений всех задач (т.к. их довольно много – 95) примем следующие соглашения (см. чертёж):
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​А – угол при вершине А (аналогично углы 
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В и 
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С).
 Сторона ВС≡ сторона а (лежит против вершины А),
 mс – медиана из вершины С,
 lb – биссектриса из вершины В, 
 ha – высота из вершины А (соответственно из др. вершин). 
 Построение треугольника по трём сторонам – фактически базовая задача, часто возникающая, как часть большей задачи на построение, поэтому, как нам кажется, имеет смысл рассмотреть серию задач с использованием хотя бы одной стороны. 

     Итак, имеется таблица основных элементов, из которой будут выбираться тройки элементов для формулировки конкретной задачи. 
     Таблица (*):

	a
	b
	c
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     Первый этап работы – перечисление всех различных задач. Каждая задача, как отмечалось, задаётся тройкой элементов из таблицы (*), например, а, b, 
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C  – задача построить треугольник по двум сторонам и углу между ними. Конечно, тройка а, с, 
[image: image8.wmf]Ð

В задаёт ту же самую задачу на построение.
     Принцип перечисления без повторений довольно прост: сначала перечисляются задачи, содержащие не менее двух сторон (в силу симметрии достаточно рассматривать только стороны а и b)+третий элемент из третьего столбца(*) –  5 задач. 
     Далее задачи с двумя сторонами и  а и b + третий элемент из 1-го или 2-го столбца (*)  (какой из этих столбцов выбрать – непринципиально в силу симметрии) – 4 задачи;
     Затем задачи с одной стороной а + оставшиеся элементы из др. столбцов(*) (2-го и 3-го) – 10 задач;
     Задачи со стороной а + элементы 2-го и 3-го столбцов(*) – 16 задач;
     Задачи со стороной а + 2 элемента из одного столбца (т.е. либо из 1-го, либо из 2-го, либо из 3-го) – 12 задач;
     Таким образом, всего получилось 47 задач с использованием сторон, как данных. Далее двигаемся вниз по таблице(*)– задачи с углами, затем  – с медианами, с биссектрисами, высотами. Вся эта систематизация приведена далее, её нетрудно проверить. Всего получается ровно 90 различных задач.
III. Анализ полученных результатов.
1. Из всех задач, перечисленных выше, авторам неизвестно решение 35, отмеченных знаком (?).
2. Три задачи: ma, lb, lc;   ha ,lb, lc;   la, lb, lc  – в общем случае не могут быть решены циркулем и линейкой.
3. В задаче  а , 
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В, hc   данные зависят от условия (hc/а = sin
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В) и задача либо не имеет решения, либо имеет бесконечное множество решений (неравных треугольников), 
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А, 
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В, 
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С также  имеет бесконечное количество решений, если 
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А+
[image: image15.wmf]Ð

В+
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С = 180°, иначе нет решений.

4. Остальные 50 имеют методы решения «в общем случае», эти задачи также имеют различные вырождения. Например, построение треугольника по трём сторонам возможно лишь тогда, когда сумма двух меньших сторон больше третьей.
     Полное исследование поведения каждой из 50 задач в зависимости от входных параметров может быть проведено, опираясь на общую процедуру построения. В полном объёме авторами эта работа не проведена. Основные усилия были направлены на нахождение общих процедур построения треугольников. На взгляд авторов, данная работа представляет определённый интерес в связи с большим «белым пятном» в 35 задач        (их решения не известны авторам). Далее приведены указания по решению некоторых из 50 задач и приведены примеры решения задач методом геометрических преобразований, методом пересечения фигур и алгебраическим методом.

IV. Пример решения задачи методом подобия (геометрическое преобразование).
Рассматриваются задачи вида 
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А, 
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В, *. Тогда строится треугольник по 2 углам (подобный искомому), в нём строится третий элемент, и сравнивается его длина с длиной требуемого элемента (см. чертёж).
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В подобных фигурах сходственные элементы пропорциональны, т.е., если, например, mc = k . mc', то и |АВ| = k·|А'В'|.
С помощью имеющегося отрезка А'В'  и отношения  
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mс/ mс' = k строится четвёртая пропорциональная, т.е. отрезок АВ = mс ·А'В'/ mс'. После этого искомый треугольник АВС строится по стороне АВ и двум  прилежащим углам.
V. Пример решения задачи методом пересечения фигур(Метод геометрических мест).
Задача: а, 
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А, ha.
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1. Строим дугу окружности, из точек которой отрезок а виден под углом 
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A. Это первое множество точек, которому принадлежит вершина (А). 
            2. Параллельно прямой ВС на 
расстоянии ha. Проводим прямую. Вершина (А) должна  лежать на этой прямой. Это второе множество точек, которому принадлежит вершина (А). 
Таким образом, вершина лежит на пересечении прямой и дуги окружности. При этом решение существует только в том случае, если прямая пересекает дугу. Такое пересечение существует только тогда, когда 
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VI. Пример решения задачи алгебраическим методом.
Задача: a, 
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A, la
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[image: image23]
     Итак, требуется построить треугольник по стороне а, углу 
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A против данной стороны а и биссектрисы la из вершины А: на чертеже в треугольнике заданы сторона а, угол при вершине (А) и биссектриса la. 
     Построив вокруг треугольника описанную окружность, можно заметить, что продолжение биссектрисы la пересекает окружность в той же точке Н, что и перпендикуляр ОН, опущенный из центра окружности на сторону а (Точка Н делит дугу СНВ пополам). Обозначим FD = x, DH = y; тогда наша цель – найти x и y из каких-то уравнений и, основываясь на этом, получить способ построения соответствующих отрезков (хотя бы одного, далее всё будет очевидно).
 Сначала дадим способ построения радиуса R описанной окружности. Очевидно, что 
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; из последней формулы виден способ построения R:
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Строим угол величиной α; на одной стороне угла откладываем произвольный отрезок d, из конца отрезка опускаем перпендикуляр на другую сторону. Его длина, очевидно,
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Далее строим «четвёртую пропорциональную»: 
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Строим произвольный угол, на одной стороне откладываем от вершины отрезки 2
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 и d, на другой – отрезок а; проводим соответствующие параллельные, получаем отрезок t. 
Согласно т. Фалеса, 
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, т.е. имеет нужную длину.
     Конечно, радиус окружности, описанной вокруг искомого треугольника, можно построить и чисто «синтетически» (элементарными методами)без алгебраических формул:
Из концов отрезка ВС, как из вершин, строим углы величиной 90° - α  (α = 
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A)
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Тогда СО = R, так как 
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<COB = 2α и значит из точек дуги окружности с центром О и радиусом R отрезок ВС виден под углом α, т.е. третья вершина треугольника лежит на этой дуге.

Более громоздкое построение, использующее формулу 
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, приведено, как пример построения любых квадратично-рациональных формул, использующих любые тригонометрические функции известных углов.

     Составляем систему уравнений для определения x и y. Используем свойство:  произведение отрезков хорд  –  величина постоянная.   
В данном случае: CD·DB = AD·DH и КF·FH = (a/2)2  . Получаем:
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     При этом 
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= FH – обозначим через t и сначала построим этот отрезок: 
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     В соответствии с последней формулой (
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) строим отрезок t: сначала отрезок
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, используя прямоугольный треугольник; затем t, как полусумму или соответственно полуразность.
  
В соответствии с чертежом, если 
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<A < 90°, то FH < R, значит надо брать формулу для t со знаком минус. (Но вообще полное исследование, когда имеется ровно одно решение, когда – два, когда ни одного – в зависимости от соотношения данных: a, 
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<A, la является громоздкой задачей, и мы её не решаем в полном объёме).    
      Построив t, можно построить x и y:
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     По последней формуле строится y (со знаком «+»). Построив y, из точки Н радиусом     l + a проводится дуга до пересечения с окружностью и определяется третья вершина А . Треугольник построен.
Замечание по задачам   ma, lb, lc  и  ha, lb, lc.
     Докажем, что эти задачи не имеют решения циркулем и линейкой. Как известно, задача построения треугольника по трём биссектрисам  lа, lb, lc не решается и линейкой, даже если  lb = lc и искомый треугольник равнобедренный. 

      Если бы существовала процедура построения треугольника по  ma, lb, lc, то для решения задачи lа, lb, lc, при  lb = lc достаточно было бы отметить, что при данном условии (lb, lc) искомый треугольник равнобедренный поэтому la = ma(= ha). Далее можно было бы процедуру построения треугольника ma, lb, lc, если бы она была. Получили процедуру построения  треугольника трём (двум) биссектрисам: lа, lb = lc, но это противоречит условию. Значит, предположение о существовании процедуры для построения треугольника по медиане и двум биссектрисам (ma, lb, lc) неверно. Конечно, в каких-то исключительных случаях треугольник строится. Например, если известно, что ma = lb = lc, тогда искомый треугольник – равносторонний и легко строится. Можно провести подобную процедуру для ha, lb, lc. 
Заключение.

По мнению авторов, имеющиеся 40 задач, решение которых, по крайней мере, не слишком общеизвестны. Это стимул для размышлений.
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