1. BBeaenue

B knwure [1, ri. 4] pacemarpuBaercst KOHCTPYKIIUS, TIPUBO/ISAIIAS K HEPABEHCTBAM CIIEIHAJIb-
HOI'O BUJIa, KOTOpbIe HasbiBaioTcst HepaseHcTBamu Ku ®Pana. KparTko BocrpousseséM 3Ty KOH-
CTPYKIIUIO.

Ilyctb uncna o1, Ta, . . ., T, UpuHatexar nomyunrepsary (0,1]. Torna nocrponm HoBble uc-
naxy, Ty, ..., x, no popmynam x; = 1—x;, rie ¢ — HOMeD dsieMenTa. J1J1s KazK 101 U3 rpy I MOXK-
HO TOCTPOUTH UX apudmernko-reomerpudeckue cpejpnue. O6osnauum depes A(xy, Ta, ..., T,)
u G(z1,xs,...,%,) apudMeTHIECKOE ¥ IeOMETPUYECKOe CPEJHUE COOTBETCTBEHHO JIJIS HEPBOi
rpynnbl gucest. Jlis kparkoctn Oyiaem obosHadarh ux takxke A(x;), G(x;). Anamorndno s
BTOPOii I'PYIIIBI drcesl apiudMeTHKO-TeOMeTpHIecKre cpeaue OyaeM ob6o3HavdaTh, Kak A(x)) u
G(z}). B3BemenubiM cpefHUM apudMETHIeCKUM YUCET X1, L2, . . . , T C BECAMU P1, P2, - - . , P CO-
OTBETCTBEHHO HA3BIBAETCHA UUCJIO

Az, @, .., 1) = P1T1 + paly + - - ernﬁn.
p1tpet -+ Dn

st kparkocTn Oy/ieM obo3HavaTh ero takxke A(x;) mis nepBoii rpymis! dncen n A(x}) mist Bro-

POl IPYIIILI YUCEJI COOTBETCTBEHHO. B3BeIIeHHBIM CpeIHUM FeOMEeTPUYECKUM YUCEI T1, Lo, . . . , Ty
C BECaMH Pi, P2, . - . , Pp COOTBETCTBEHHO HA3LIBACTCS YUCJIO

o 1

G(x1, T2, ..., xy) = (2 ah? - - gbr)prdeetFon |

Jns kparkoctn Gymem o6o3Hadarh ero Takxe G(x;) s mepoit rpymmsr wnces u G(z)) mis
BTOPOIi TPYIIIBI YUCE] COOTBETCTBEHHO.

B s1ux obo3navenusx B Kaure [1, mi. 4] J10Ka3aHo, 4TO UMEIOT MECTO HEPABEHCTBA, CBSI3bIBA-
forue apudMeTuKO-reOMeTPUIECKUe U B3BelIeHHbIe apu(DMETUKO-TeOMETPUIECKUE CPEJIHIUE:

G(al) S Al)’

A(a]) — A(w:) < Glal) — Glas),
(:;(Ii) < 4‘:1(152')
Glal) ~ A(al)

A() = Ale) < G(&7) = G(xy).
Onn HaspiBarorca HepasencTBamu Kn @ana, MyIbTUIVIMKATUBHBIM, 8 IATHBHBIM, B3BEIICHHBIM
My/IBTUILIHKATUBHBIM U B3BEMICHHBIM a/IIUTHBHBIM COOTBETCTBEHHO.
PasencrBo, 3agao1ee quciia x;, MOXKHO IE€PEIUCATh B CJAEAYIOUIEM BHIE:
v+, 1

2 2
DTO 03HAYAET, YTO TOUKA % SIBJISIETCS CEPEJINHOf OTPe3Ka ¢ KOHIaMu x; 1 x;. JIpyruMu cioBamm,
TOYKH T, HOJIYYIAIOTCH U3 TOYEK X; IIyTEM CHMMETPHH C IIEHTPOM %
B danmoti pabome 6ydym usyuenv, cummempuy ¢ opyeumu yernmpamu. Mu doxascem, wmo 6
IMOM CAYHAE MAKHCE CNPABEOAUBH, HEPABEHCMEA, GHAN02UYHVLE Hepasercmeam Ku Pana. Tem

camvim Kaaccuveckue nepasencmea Ku @ana 6ydym obobuieriol.

2. BconomorareabHbIe yYTBEpXKIAeHnA

B kuure |2, ¢. 399] ynomuHaeTcs onpe/iesienue oHopoaHoil dyukimn. Oyukmmio f(xq, s, . .., Ty),
3aBUCAILYIO OT 7 IIEPEMEHHBIX, Ha3bIBAIOT OJHOPOIHON CTENEeHU (v, eCJIA I JIOOOrO IIOJIOMKH-
TEJILHOIO YUCJIA A BLIIOJIHSIETCA PABEHCTBO

Az, Azg, ..o Axy,) = X f(xy, 20, ..o, 2y).

Ha ocnose sToro orpejgeseHud J0KazKeM CJIEIYIOIre JIECMMBI.



Jlemma 1. Cpedree apugpmemuueckoe asasemca odnopodnoti ynrkuyuetd cmeneny 1.

Joxazamenvcmeo. 1IpssMbIMU BBIYUC/IEHUAME TIOJIy9IaeM, UTO

Alkas) = kxy + kxg + - - + kay, :kx1+x2+~~+xn kA,

n n

Taxkum 06pazom, Mbl JJoKa3au, 910 GyHKius A(x;) sBisieTcst 0JJHOPOIHOIL.
Jlemma 2. Cpednee zeomempuueckoe asasemes 00nopodnoti pyrxyuets cmeneny 1.
Joxasamervcmeo. IpsaMbIMU BBIYUCICHUAME IOy daeM, ITO

G(kx;) = ¥/ (kxy)(kxy) - - - (kxyp) = VEnaizy - - =kYriz9 1, = kKG(1).

Taxum o6pazom, Mbl JJoKazam, 910 GyHknus G(z;) ABIAETCS OHOPOHOM.

Jlemma 3. Bssewenroe cpeduee apupmemuueckoe asasemcs 00nopodnots dynryuet
cmenenu 1.

,ZZOKGSCWTL@./L’DCTI’LSO. HpHMbIMI/I BBIIUCJICHUAMUA ITIOJTyda€eM, ITO

fl(kx) _ kprzy + kpoxo + -+ + kppay, _ kpliﬁ + peTo + -+ Puy _ k:fl(x)
Z pr+pet-+pa pr+pat-+pa v

Takum 06pa3oM, MbI JOKa3a/u, 910 GyHKIws A(x;) sSBISETCS OJHOPOIHOI.

Jlemma 4. Bssewenroe cpednee 2eomempuyeckoe A8AAEMCA 00nopodnots pyrryuer
cmenenu 1.

/oxazameavcmeo. lIpgaMbIMu BBIYUCIEHUAMEI TTOJTydaeM, ITO

é(kl’z) = ((l{;gjl)pl (kx2)p2 ce (kxn)p")pﬁpzinan —
— ((kp1+p2+"‘+pn)<x€lx1272 . J}fL"))m —
= (2B a2 - an e = G (a).

Taxum obpazom, Mbl JoKazau, 910 GyHknus G(z;) sSBIsgeTcs OTHOPOHOM.

3. OcHoBHag TeopeMma

Teopema. ITycmo x; € (0,A], 2de i =1,2,... ,n. [lycmo wucaa T, cummempuyunv, wuciam x;
omuocumesvro yewmpa . Toeda umerom mecmo caedyroujue HepaseHcmea.:
G(xi) _ Alzi)
G(xp) ~ A(x))’
Az;) — Alzy) < G(x7) — G(wi),
é(%‘) < A(%‘)
Glaf) ~ Ala})’

A(z)) — A(x;) < G(2)) — G(y).

)

(4)

Hazosém ux 0606ménnpivMu HepaserncTsamu Ku @ana, My IbTUILIMKATUBHBIM, 8/ [/TATHBHBIM, B3BE-

HMI€eHHbIM MYJIBTUIIJIMKATUBHBIM U B3BCHICHHBIM aJJAUTUBHBIM COOTBETCTBEHHO.

,ﬂO?CCLSCLm&/LbCTTLGO. HOCKOJIBKy YuCJla T; 1 I; CUMMETPHUYIHLI OTHOCUTEJILHO TOYKN )\, nmMeer

z)+a;

MECTO paBeHcTBO —m— = \. Ipyrumu ciosamn 7 = 2\ — ;.



PaCCMOTpI/IM TOMOTETHUIO h(.’L’) BemeCTBeHHOﬁ HpHMOfI C ICHTPOM B HadaJie KOOpAUHAT U KO-

1 . /
S(b(bI/IHI/IeHTOM k‘, PaBHBIM X HpI/IMeHI/IM €€ K JucjIaM T; U T; U3 00erX HAINIX I'PYIIII 9HuCeJI.
Ob6o3uauas O6pa3b1 9TUX YHCeJI 9epe3 Yy; u yz’- COOTBETCTBEHHO, IIOJYy4YUM CJIeAYIOIIeC paBEHCTBa.:

( x;

P — h‘ i) — _17
yi = () = o3
xi 2N —uwy x;
1
| h) =255 =05
OHI/IpaHCb Ha 9THU paBEHCTBa, Mbl MO2KEM CKa3aTb, 9TO Y1, Yo, ..., Y, IIPpUHAIAIECKAT IIOJIYyUH-

tepsaiy (0, 3], cleI0BaTENIBHO IS HUX BBIIOIHAIOTCS Kaccuieckue Hepasencrsa Ku Pamna.
okazkem aepaserctso (1). Samumem HepaBeHcTBo Ku @ana jyrst duces y; u Y., HOJTyIeHHBIX
u3 paBeHcTB (5):

[To dopmynam (5) nosmydaem, 4ro

G(ﬁ) A(ﬁ)
2N 2\
/ ~ / N
G(ﬁ) A(ﬁ)
2\ 2
N3 jnemMM MBI 3HaeM, 9TO apudMETUKO-TCOMETPUUECKHUE CPEIHUE OTHOPOJIHDI, CJICIOBATEIHLHO
rocJie/lTHee HEPABEHCTBO MOXKHO IEPENNCATH TaK:

Gx)/2) _ Alwi)/2\
Glal)/2x S Ax]) [23

VMHOXKUM 9UC/IATE/b U 3HAMEHATE b JIpodu Ha 2\:
G(z}) ~ Az)’

3 3

Taxum 06pa3oM, MbI JIOKa3ajd MyJIbTHILIKATHBHOE HepasencTBo Ku @ana U1 IPOM3BOJIBLHBIX
qrces u3 npomexyTka (0, A].
okazkem HepaBeHcTBO (2). Samumiem HepaBeHcTBo Kn @ana jyrst auces y; u Y., HOIyIeHHBIX
u3 pasencTs (5):
Aly;) — Alyi) < G(yi) — Glyi):
[To dopmynam (5) nosydaem, 4ro
x x; x x;
() —4@) <elz) -¢@)
2 20/ T \2) 2\
W3 neMM MBI 3HaeM, 9T0 apudMETHKO-IeOMETPUIECKNE CPEIHHUE OJHOPOIHDI, CJIEI0BATEIHLHO
OCJIeIHee HEPABEHCTBO MOYKHO IIEPEINCATh TaK:
1,01 1 1
—A(r) — —A(z;) < —=G(2) — =—

(2
3Hast, 910 % cTporo 6oJibIne (), MbI MOXKEM Pa3/eUuTh HA 9TO YUCI0 00e YaCTU HEPABEHCTBA:

A(zy) — A(zy) < G(x) — G(ay).

7

Taxum 06pa30oM, MbI IoKa3a/Iu aJInTuBHOE HepasencTBo Ku Pana 11 IPOU3BOILHBIX YUCET U3
npomexyTka (0, A].



Jokazkem HepasercTso (3). Sammmem HepaBercTBo Ku Pana jijid quces y; U Y, HOIyICHHBIX
u3 pasencTs (5):

[To dopmynam (5) mosmydaem, 9ro

@(ﬁ) g(ﬁ)
22/ o “\a
N N
2 2\
I/IS JIEMM MBI 3Ha€M, qTO0 apI/ICbMeTI/IKO—I‘eOMeTpI/I‘{eCKI/Ie Cpe,ZLHI/Ie O,ZLHOpO,ZLHbI, cJje10BaTeJIbHO
IIocjsie JHee HepaBeHCTBO MO2KHO HepeHI/IC&Tb TaK:

G(z;) /2 o A(z;)/2)
G(x)/2) — A(z) )2\

VYMHOXKUM YHUCJIUTE]b U 3HAMEHATE b ,ZLpO6I/I Ha 2\:

C?(%') < /:1(1'@')'
G(x}) ~ Alaf)

)

Taxum 0oO6pa3oM, MBI JIOKa3aJ/I1 B3BEIIEHHOE MYJIBTUILIKATHBHOE HepaBeHcTBO K Dana jij1s 1mpo-
M3BOJIbHBIX 4rces] u3 nmpomexyTka (0, A].

Hokazkem HepaBeHcTBO (4). Sanumem vepaseHcTBo Ku @ana st quces y; U Y, MOy YeHHBIX
u3 paseHcTs (5):

Ay;) — Aly:) < G(y;) — G(ys).
[To dopmynam (5) mosydaem, 9To
< xh ~ T ~ [ ~ (X
A(z) -A(z) <6(z) -6(5):
2\ 2)/ T T2\ 2\
3 jgeMM MBI 3HaeM, 4TO apuMeTUKO-FeOMeTPUYeCKUe CPeJHHUe OJHOPOJHDI, CJIeJ0BATE/]ILHO
nocJse/iHee HepaBeHCTBO MOYKHO IIePelncaTh TaK:

1 - 1
Az — —

’ 1~

G(z) — —=G(x).

~ 1
N <
Alzi) 2\

D)

Buas, 910 % cTporo 6oJibIie (), MbI MOXKEM pa3/JAeUuTh Ha 9TO YUCI0 00€ YaCTU HEPABECHCTBA:

A(z)) — Az;) < G(2h) — G(zy).

7

Takum 06pazoM, Mbl JIOKa3a/I1 ajuTHBHOe HepaBeHCcTBO Ku Pana jj1s IPOU3BOJIbHBIX YUCE)T U3
npomexyTka (0, A].
Tem cambiM, HaMu Jl0OKa3aHbl 0600ménHbIe HepaBeHcTBa Ku Pana.

3ameuanwme 1. [lokaxkeMm, uTo u3 ajymuTuBHOrO HepaBeHcTBa Ku Mana ciemyer MyaIbTHILIN-
KaTuBHOe HepaBeHCTBO Ku PaHa.

N3 nepasenctBa Kormm ciiegyer, 9T0 BEJIUYUHBI, OOpaTHBIE CPeJIHEMY apudMETHICCKOMY U
Cpe/IHEMY TeOMETPUIECKOMY JIJIsT IHCe BUJA T, OY/IyT CBI3AHBI MEZKIY COOOI CIIe/YIOMNM TOXK-
JIECTBOM:

Az) © G(z) (6)



[Tepemuoxkas nepasencrsa (2) u (6) mosydauM, 9To:

Alzi) _ ] G(;)

A(xh) G(z})

1 7

YumenbmuB Ha 1 06e 4acTU 3TOTO BbIPAYKEHUS, TOJIYIUM, 9TO
A Gl

K3 (2

€] IpeapLayero ToxKiaeCcTBa, CJaeAyeT 9TO
< :
Gla;) — Al

K3 3

Takum obpazom, MBI JIoKa3aJi MyJIBTHILIKATHBHOE HepaBeHcTBO K PaHa 1wepes aJ/IMTUBHOE.

3ameuanue 2. [lokazkeM, 9TO U3 B3BEIIEHHOIO aJIMTHBHOIO HepaBeHcTBa Ku Pana ciemry-
eT B3BeIleHHOe MYJILTHILINKaTuBHOE HepaBeHCcTBO Ku DaHa.

B knwure [1, ri. 3| goka3aHO, YTO MMEET MECTO HEPABEHCTBO, CBA3BIBAIOIIEE B3BEIICHHBIE
apudMETHKO-TeOMEeTPUIECKIE CPEJIHIE I 9UCes BUJa X}

G(r)) < A(). (7)

K3 7

U3 roxkaectsa (7) ciemyer, 9To BeJTMYUHBI, OOpaTHBIE B3BEIICHOMY CPEIHEMY apUMDMETUIECKOMY
U CpPeJIHEMY T€OMETPUIECKOMY OYJIyT CBA3AHBI MEXKTy COOO# TOXKJIECTBOM:
1 < 1
— < = .
A(z) — G(a7)

(]

(8)

[Tepemuoxkas nepasencrsa (4) u (8) mosyuum, 4To:

Al ) Gle)
A(x}) G(z})

K3 K3

YumenbmuB Ha 1 06e 9aCTU 3TOTO BbIPpayKEHUs, TOJIYIUM, 9TO

L) o Gm)
A(xl) G(x})

K3 (2

N3 mpeabIyInero ToxK,1ecTBa, CJIeyeT ITo

Glr) _ Alw)
Glap) ~ Ala)

)

Takum o6pazoMm, MbI JOKa3a/M B3BEIIEHHOE MYJIbTUILIKATHBHOE HepaBeHcTBO Ku Pana depes
B3BEIICHHOE &/ JINTHUBHOE.

4. HekoTtopnie npujioxkenunss HepaBeHCcTB Ku Pana

[Tomo6no HepaBencTBy Kormu, HepaerncTBa Ku PaHa nMEOT MHOTOYNUC/IEHHBIE TTPUIOKEHUSI.
Hocrarouno mogpobHO TH Hpusiozkerus onucanbl B Kuure |1, i 5|. ITpuseném ape 3amaun,
KOTOpbIE MTOKA3bIBAIOT BO3MOYKHOCTH HETPUBHUAJIBHBIX TPUIOXKEHUIA.

Bamaua 1. Jlokaxkute HepaBEeHCTBO

CoS T 2c0s2§ Tom
o D)

x — —
. ~ . . ) )
sinzy/1 — cosx sin? x + 2sin? g 32

HpI/I KaKHX 3Ha4YCHUAX T OHO MOXKET O6paH_LaTbCH B paBeHCTBO?



Pewenue. Ilpexxe Bcero npeobpasyeM HEPaABEHCTBO B JPYI'yIO, paBHOCUJIBHYIO, (hopMy, KO-
Topas OyaeT 6osee ymobHa g fAasbHeiinero anaan3a. C 9Toil 1me1bio 0be YacTu HepaBeHCTBA
JIOMHOXKUM Ha COST, U B JICBOI YaCTU HEepaBEHCTBa BHECEM Sinx IM0J 3HAK KopHsd. [Ipm sTom
MMOJTY UM, 9TO

2
COS T+/cos x 2 cos x cos” 5

~ . .
V(1 —cos?z)(1 —cosz)  sin’x 4+ 2sin?

B sneBoit wactu IIOJIYYE€HHOI'O HEPpAaBEHCTBaA BHECEM COS T 1I0JI 3HaK KOPHI. HpHMBIMI/I BbIYHMCJICHU-

SIMH TIOJIY9HM, 9TO
Vcos? x cos x 2 cos x cos® £

2 < « 2 2

V(1 —cos?x)(1—cosz) — sin”x+2sin

z°
2

z
2

T T 2 1
Tak Kak upu x € [g, 5) BECJIMIUHBI COST W COS™ I IIPUMHUMAIOT 3HaAYCHUA U3 IIPOME2KYTKa (O, 5},

TO K JIEBOII 4YacTu HEpaBEHCTBa MO2KHO IIPUMEHUTDH MYJIbTUIIJIMKATUBHOE HEPABECHCTBO Ku dana.

[Tosyunm, gTo
Vcos? x cos o cos x + cos
VA —cos?z)(1 —cosz) (1 —cos?x)+ (1 —cosx)’

Ha npomexyTke x € [ z) cosx < sinz. [losromy g ducmTesiss IpaBoil YacTH CIipaBeIuBa

372
OIIEHKA

x
cos’ z + cosx < 2coszcos? =

BHAMeHATe b TIPABOil 9acTh paBeH sin « 4 2sin’ £ B cui1y 0OBIYHBIX TPUTOHOMETPHIECKIX (hop-
2
My/1. OKOHYIATETBHO Oy IUM, ITO

V cos? x cosx < 2cosx COS2 %
2

V(1 —cos?z)(1 — cosx) = sin?z + 2sin

T
2

Hyzxnoe HOKaSaHO OueBuiHO, paBeHCTBO B TOXKiecTBe (9) MOXKeT JOCTHraThCsl JIUIIb TOTJIA,
Korga cos ¢ = cos’ z. Ho mocsiepuee npu = € [%, %) nukorja se ermosnsiercs. CiieJoBaTe/bHO,

HU [P KAKWX 3HAYEHUSIX & HepaBeHCTBO (9) B paBeHCTBO He obparaercs.

3apaga 2. JlokazaTh, 4TO JJIsd yIJIOB (v, 3,7 OCTPOYTOJBHOIO TPEYTOJBHUKA CIIPABEITNBO

HEpaBEHCTBO
14+ _
\/g 9 g
B

Pewenue. Tax Kak 110 yCI0BHIO TPEYTOIBHIK OCTPOYTOILHbIN, TO 3HAYEHHU §, 5, 3 IONaJaioT

2 a 28
5,811’1—

3

cos.2 g+ cos? g + cos?

wlm
MIQ

7
2

,sin? 2 jexkar B HpOMe}KyTKe (O7 %)

B HHTEPBAJI (O, %) 1, ceJI0BaTeIbHO, 3HAUEHNS Sin 5

Paccmorpum Bemmuanny i/ tg? 5 tg? tg U OIIEHNM e€ CBepXy, IpuMeHss HepaBeHCcTBO Ku Dana.

Nmeem:

sl o0, B L
tge —tge — tge — = <
\/g2g2g2 <

i/(l —sin® §) (1 — sin® ﬁ) (1—sin*2)

sin? S+ sin? g + sin? 1 _ 3— (C082 2 + cos? g + cos? %) _
(1 — sin? %) + (1 — sin? g) + (1 — sin? %) cos? S+ cos? g + cos? %
3
= 1.

cos? § + cos? g + cos? 3



OTCIO,IL& ciaeayer Hy2KHOe TOXKJ/IeCTBO. BaMeTI/IM, B JOKa3aHHOM HepaBEHCTBE PaBCHCTBO 6y,ILeT
JOCTUT'aTbhCA TOJIBKO TOI'ZIa, KOT'/la TPEYT'OJIbHUK 6yﬂeT PaBHOCTOPOHHUM.
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