Введение


Кто не слышал о загадочном Бермудском треугольнике, в котором бесследно исчезают корабли и самолёты?! А ведь знакомый нам с детства треугольник также таит в себе немало интересного и загадочного. 


Треугольник – одна из основных фигур, изучаемых в геометрии. Вот уже два с половиной тысячелетия треугольник является как бы её символом. Тем не менее, изучаемые конструкции, связанные с треугольником, далеко не исчерпывают всех возможных. Примером тому служит педальный треугольник. Поэтому объектом исследования мы взяли педальный треугольник.


Цель работы: исследовать свойства педального треугольника, доказать формулы для вычисления площади, а также рассмотреть частные случаи этого треугольника.

            В соответствии с целью и объектом исследования поставлены следующие задачи:

· рассмотреть различные виды педального треугольника;

· изучить свойства педальных треугольников;

· рассмотреть и доказать теоремы о рассматриваемом треугольнике;

· доказать формулы вычисления площади различных видов этого треугольника;

· доказать минимальное свойство ортоцентрического  и максимальное свойство      серединного треугольников.

Педальный треугольник содержит в себе много нереализованных возможностей для получения новых результатов, имеющих широкое применение в курсе геометрии. Поэтому его свойства позволяют решать сложные математические задачи просто и понятно.

Изменяя положение педальной точки, мы получаем задачи, при решении которых изучаются свойства замечательных точек треугольника; иллюстрируются применения вспомогательной окружности, геометрических преобразований; рассматриваются значения и свойства равновеликих фигур.
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Глава I. Педальный треугольник

Определение. Пусть Р − любая точка внутри данного треугольника АВС (рис.1), и пусть перпендикуляры, опущенные из точки Р на стороны ВС, АС, АВ треугольника, будут РА1, РВ1 и РС1. Треугольник А1В1С1, вершинами которого являются основания этих перпендикуляров, называется педальным треугольником треугольника АВС для педальной точки Р.

§ 1. Свойство педального треугольника

Если расстояния от педальной точки до вершин 
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АВС равны x, y, z, то длины сторон педального треугольника равны 
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, где R – радиус описанной окружности.  

Доказательство. Около каждого из полученных четырёхугольников АС1РВ1, ВА1РС1, СВ1РА1 можно описать окружность (приложение 1). Прямые углы в точках С1 и В1 указывают на то, что эти точки лежат на окружности с диаметром АР; другими словами, точка Р лежит на окружности, описанной вокруг треугольника АВ1С1. Аналогично, точка Р лежит на окружностях, описанных вокруг треугольников СА1В1, ВС1А1. Пусть В1С1=а1, тогда на основании теоремы синусов для треугольника 
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 (1). Применив теорему синусов к самому треугольнику АВС, получим 
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 (2). Разделив почленно равенство (1) на равенство (2), получим: 
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, где b1=C1A1, c1= B1A1. Если АР = x, ВР = y, СР= z, то длины сторон педального треугольника равны 
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.  Таким образом, свойство доказано.

§ 2. Площадь педального треугольника

Треугольник ABC вписан в окружность радиуса R с центром O. Доказать, что площадь педального треугольника точки P относительно треугольника ABC  равна 
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Доказательство. Пусть 
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 педальный треугольник 
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 ABC для точки P (приложение 2);
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 и 
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 - точки пересечения прямых PA, PB и PC с описанной окружностью треугольника ABC и S, S1 и S2 — площади треугольников  ABC, A1B1C1 и A2B2C2. По свойству педального треугольника 
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 - как вертикальные углы, поэтому 
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         Точки 
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 лежат на одной окружности, поэтому 
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. Аналогично, 
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. Аналогично проверяется, что и все другие углы треугольников A1B1C1 и A2B2C2 равны, следовательно, эти треугольники подобны, поэтому 
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. А так как  B2P . BP = | d2 – R2| (приложение 3), то 
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Треугольники A2B2C2  и ABC вписаны в одну окружность, поэтому 
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. Следовательно, 
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Поэтому, 
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. Значит, 
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Глава II. Частные случаи педального треугольника
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§ 1. Ортоцентрический треугольник как  частный случай педального треугольника 
     Определение. Пусть Р – точка пересечения высот 
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АВС (рис. 2), т.е. его ортоцентр, и пусть перпендикуляры, опущенные из точки Р на стороны ВС, СА, АВ треугольника, будут РА1, РВ1, РС1 соответственно. 
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 А1В1С1, называется ортоцентрическим треугольником относительно данного
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  АВС. 

п.1.Свойства ортоцентрического треугольника.
Свойство 1. Стороны ортоцентрического треугольника таковы: 
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Доказательство. Из 
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 − общий и стороны, образующие этот угол, пропорциональны, то они подобны. Откуда заключаем, что 
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. Из подобия треугольников ABC и AB1C1 следует, что 
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. Аналогично доказываются остальные равенства.

Свойство2. Если высоты треугольника АВС пересекаются в точке H, то каждая из четырёх точек  А, В, С, H есть ортоцентр треугольника с вершинами в трёх других точках. 

Доказательство. Рассмотрим в качестве примера точку А (приложение 4). Эта точка есть ортоцентр 
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BHC, так как BD, HE, CF - его высоты. Прямая, соединяющая две из четырёх точек  А, В, С, H, перпендикулярна прямой, соединяющей две другие точки.  Свойство доказано. 

Свойство 3. Шесть дуг описанной окружности, определяемых тремя вершинами остроугольного треугольника и тремя точками пересечения продолжений высот с описанной окружностью, попарно равны. 

Доказательство. На рисунке (приложение 5) видно, что 
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. Из теоремы о том, что вписанный угол измеряется половиной дуги, на которую он опирается, следует, что 
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. Свойство доказано. 
Свойство 4. Расстояние от ортоцентра до стороны треугольника равно отрезку от основания высоты до точки пересечения продолжений высоты с описанной окружностью. 

Доказательство. Треугольники AFH и AFB1, ADH и ADC1, BEA1 и BEH равны по катету и острому углу (приложение 5). Следовательно, HF = FB1, HE = EA1, HD = DC1.  Свойство доказано. 

 
Свойство 5. Произведение отрезков, на которые высота остроугольного треугольника делит противоположную сторону, равно произведению высоты на отрезок её ортоцентра до основания высоты. 

Доказательство. Доказательство сводится к следствию из теоремы о том, что произведение отрезков хорды, проходящей через данную точку, есть величина постоянная, т.е. 
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. Так как по третьему свойству HD = DC1, то 
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п. 2.Теоремы об ортоцентрическом треугольнике. 
 
Теорема 1. В остроугольном треугольнике высоты треугольника являются биссектрисами внутренних углов при вершинах ортоцентрического треугольника. 

 
Доказательство. Треугольники А1ВС1 и АВС (приложение 6) подобны по второму признаку подобия треугольников и свойство 1. Из подобия треугольников следует, что 
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Теорема 2. Если в треугольнике АВС две прямые ВМ и СN, исходящие из вершин треугольника, пересекаются на высоте АD, то эта высота есть биссектриса угла МDN. 

 Доказательство. Опустим из точек M и N перпендикуляры MF и NH на сторону ВС (приложение 7). ВМ∩NH= G, CN∩MF=E. Треугольники NOG и EOM подобны, так как 
[image: image92.wmf]NOGEOM

Ð=Ð

 – как вертикальные углы, 
[image: image93.wmf]NGOEMO

Ð=Ð

 – как внутренние накрест лежащие, т.е. по первому признаку подобию. Следовательно, 
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 и высота АD делит угол пополам. (Теорема 1 есть частный случай доказанной теоремы.) Теорема доказана. 
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Определение. Треугольник, стороны которого касаются окружности, описанной около данного треугольника, в вершинах этого треугольника, называется тангенциальным треугольником. Треугольник А1В1С1 − тангенциальный относительно данного остроугольного 
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АВС (рис.3). Выразим углы тангенциального треугольника через углы данного. Угол А1 измеряется полуразностью дуг САВ и ВС: 
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. Для углов В1 и С1 получаются аналогичные выражения: 
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. Получилось, что углы ортоцентрического треугольника соответственно равны углам тангенциального треугольника, следовательно они подобны.
Теорема 3. Площадь остроугольного треугольника равна среднему геометрическому площадей ортоцентрического и тангенциального треугольников. 

Доказательство. Обозначим площади и полупериметры основного, ортоцентрического и тангенциального треугольников соответственно через S, p, Sh, ph, St, pt  (рис. 3). Из подобия тангенциального и ортоцентрического треугольников получаем: 
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 (1), St= ptR (2). Площадь S треугольника АВС равна сумме площадей следующих трёх четырёхугольников: АВ2ОС2, А2ОВ2С, А2ОС2В. Диагонали четырёхугольника АВ2ОС2 взаимно перпендикулярны, так как 
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 (по гипотенузе и острому углу) и симметричны относительно AO. Аналогично, 
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 (3). Равенства (2) и (3) дают 
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п. 3. Площадь ортоцентрического треугольника.

Площадь ортоцентрического треугольника равна:
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 Доказательство. 1) (рис.9) 
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п. 4.Минимальное свойство ортоцентрического треугольника по Л. Фейеру.
          Теорема.  Из всех треугольников, вписанных в данный остроугольный треугольник АВС, ортоцентрический треугольник имеет наименьший периметр.                                       
         Доказательство. Пусть в данный остроугольный 
[image: image121.wmf]V

АВС вписан произвольный 
[image: image122.wmf]V

WUV так, что его вершина U лежит на стороне ВС, V – на стороне СА и W – на стороне АВ (приложение 8). 

Отобразим вершину U относительно двух прямых АС и АВ. Пусть её образами будут соответственно точки U’ и U”. В силу свойства осевой симметрии, отрезок UV равен отрезку U’V, а отрезок UW равен отрезку U”W. Поэтому периметр 
[image: image123.wmf]V

WUV, составленного из отрезков UV, VW и WU, будет равен длине ломаной линии U’VWU”. 

Если оставить точку U на прежнем месте, а точкам V и W придать другое положение, то точки U’ и U”, положения которых определяются лишь только точкой U и данным треугольником АВС, останутся неподвижными. Это означает, что ломаная линия U’VWU”, длина которой всегда равна периметру треугольника WUV, при всех возможных положениях точек V и W останется натянутой между неподвижными концами U’ и U”. Но линия, соединяющая точки U’ и U”, будет кратчайшей лишь в том случае, если она будет прямой. Следовательно, отрезок U’U” даёт величину наименьшего периметра, который может иметь вписанный треугольник с фиксированной вершиной U. Обозначим две остальные вершины такого треугольника с минимальным периметром и фиксированной вершиной U через M и N. 

Теперь необходимо сравнить между собой все минимальные треугольники, соответствующие различным положениям вершины U, и выбрать из них тот, периметр которого будет наименьшим периметром из всех возможных вписанных треугольников. Таким образом, вершину U требуется поместить так, чтобы отрезок U’U” был наименьшим. Заметим, что 
[image: image124.wmf]V

АU’U” равнобедренный, так как AU=AU’=AU”. Величина угла U’AU” от положения точки U не зависит и определяется заданным треугольником АВС. Действительно, 
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Отрезок U’U”, который мы должны сделать наименьшим, является основанием равнобедренного треугольника AU’U”. Так как угол U’AU” от положения U не зависит, то во всех треугольниках AU’U”, полученных при возможных положениях U, углы при вершине совпадают. Из этих треугольников наименьшее основание имеет тот, у которого боковые стороны наименьшие. Но AU=AU’=AU”, следовательно, U’U” будет наименьшим, если точка U будет выбрана так, чтобы расстояние АU было наикратчайшим.     Но отрезок AU соединяет точку А с прямой ВС. Известно, что кратчайшим расстоянием от точки до прямой является перпендикуляр, следовательно, AU – высота 
[image: image131.wmf]V

АВС, опущенная из вершины А. 

Построим искомый вписанный треугольник EFG наименьшего периметра. 

Пусть Е − основание перпендикуляра, опущенного из А на ВС (приложение 9). Пусть точка Е’− точка, симметричная точке Е относительно АС, Е”- симметричная точке Е относительно АВ. Тогда отрезок Е’Е” будет равен наименьшему периметру вписанного треугольника. Две другие вершины искомого треугольника определяются точками пересечения F и G прямой Е’Е” со сторонами АС и АВ. 

        Задача всегда имеет одно решение, так как точка Е – определённая (Е - основание высоты АЕ) и точки G и F при найденной точке Е также являются определёнными. 

[image: image319.png]


        Точка Е получена как основание высоты, опущенной из вершины А. Вершины G и F получены другим способом. Но можно было бы начать решение задачи с отыскания вершины G, а не Е; тогда для её отыскания пришлось бы провести высоту СG. Так как задача допускает единственное решение, то точки G и F также служат основаниями высот и, следовательно, треугольник наименьшего периметра есть ортоцентрический треугольник. Теорема доказана. 
      Замечание. В доказательстве Шварца требование, чтобы треугольник был остроугольный необходимо, так как только в таком треугольнике его ортоцентрический треугольник целиком лежит внутри исходного треугольника. Это требование выражается в том, что ортоцентрический треугольник уже предполагается вписанным. Если же треугольник является прямоугольным или тупоугольным, то наименьший по периметру вписанный «треугольник» является вырожденным − он представляет собой дважды взятую высоту треугольника, опущенную из наибольшего угла (рис.4), а периметр любого вписанного в 
[image: image132.wmf]V

АВС треугольника больше дважды взятой высоты. 
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§ 2. Педальный треугольник центроида треугольника

     Определение. Пусть Р – точка пересечения медиан 
[image: image133.wmf]V

АВС (рис.5), т.е. его центроид, и пусть перпендикуляры, опущенные из точки Р на стороны ВС, СА, АВ треугольника, будут РА1, РВ1, РС1 соответственно. Треугольник А1В1С1, назовём педальным треугольником центроида данного треугольника АВС. 

п.1. Свойство. Если точка Р  совпадёт с центроидом 
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ABC, то выполняются следующие равенства: а) 
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Доказательство. Так как точка P есть пересечение медиан  
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ABC, то пользуясь свойствами подобия, легко вывести, что длины отрезков 
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 составляют по одной трети длин высот, проведенных к тем же сторонам, что и перпендикуляры 
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Рассмотрим теперь  сумму 
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. Из предыдущего ясно, что эта сумма равна 
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. Учитывая, что 
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. Отсюда с помощью несложных преобразований выводится равенство б).

п. 2. Площадь. Так как площадь педального треугольника равна 
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 и
расстояние между центром описанной окружностью и точкой пересечения медиан равно 
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[image: image153.wmf]222

2

222222

222

11

9

111

44936

ABCABCABC

abc

R

abcabc

SSSS

RRR

++

-

++++

=-×=-+×=×

VVV


§ 3. Серединный треугольник 

Треугольник, вершинами которого являются середины сторон данного треугольника, называется серединным (педальный треугольник центра описанной окружности). В этом случае точка Р является центром описанной окружности 
[image: image154.wmf]xyzR
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, значит,  длины сторон педального треугольника равны: 
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п. 1. Некоторые свойства серединного треугольника.

           Если точка Р треугольника 
[image: image158.wmf]111
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 совпа​дает с центром окружности, описанной около треуголь​ника ABC, то выполняются равенства: а) 
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, где p – полупериметр треугольника ABC; г) 
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Доказательство. Рассмотрим окружность с цент​ром Р и радиусом РА (приложение 11), 
[image: image163.wmf]Ð

CAB –вписанный в нее, а
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  СРВ – центральный угол той же окружности и 
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 следует, что 
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          Для доказательства равенства а) перепишем теорему косинусов в виде 
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           Для доказательства равенства б) воспользуемся тем, что 
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Докажем утверждения в). Рассмотрим выпуклый четырехугольник 
[image: image181.wmf]11

APCB

, в нём 
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 = 180°. Значит, около этого четырехугольника можно описать окружность. Теперь воспользуемся теоремой Птолемея: «В выпуклом четырех​угольнике, вписанном в окружность, произведение диаго​налей равно сумме произведений противоположных сторон». Для четырехугольника 
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            Для доказательства утверждения г) запишем в не​сколько ином виде равенство в), разделив обе его части на 2, раскрыв скобки и по-иному сгруппировав члены: 
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             Итак, 
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п. 2. Площадь серединного треугольника.


Так как стороны серединного треугольника равны половинам сторон заданного треугольника, то эти треугольники подобны. Следовательно, 
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Среди всех педальных треугольников максимальную площадь имеет педальный треугольник центра описанной окружности. Действительно, площадь педального треугольника  равна 
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, где d=PO. В данном случае d=0 и 
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. При других значениях d разность в модуле меньше 1.

§ 4. Педальный треугольник центра вписанной окружности

п. 1. Расстояние от вершин треугольника до точки пересечения биссектрис.
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Если O – точка пересечения биссектрис 
[image: image198.wmf]V

 ABC (рис.18), отрезок AA1 – биссектриса 
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A, то расстояния от одной из вершин треугольника до точки пересечения биссектрис равно 
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Доказательство. Из  
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ABC по свойству биссектрисы угла имеем 
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Таким образом, получаем формулу для вычисления расстояния от одной из вершин треугольника до точки пересечения биссектрис: 
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 (1).

Этой формуле можно придать иной вид, если воспользоваться выражением для вычисления длины биссектрисы: 
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 (2) (приложение № 4).

Из выражений (1) и (2) находим 
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п. 2. Свойства. Если педальная точка P совпадает с центром вписанной окружности, то стороны педального треугольника равны: 
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Так как площадь педального треугольника
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 и расстояние между центром описанной и вписанной окружностей равно 
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 § 5. Треугольники, связанные с биссектрисами
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Рассмотрим 
[image: image222.wmf]V



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image223.wmf]111

ABC

, вершины которого являются основаниями биссектрис 
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 (рис. 19). Площадь такого треугольника вычисляется по формуле: 
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Доказательство. Имеем: 
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 - соответственно площади треугольников 
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[image: image236.wmf]11

1

BCAB

SS

ac

×

=×

, 
[image: image237.wmf]11

2

ACBC

SS

ab

×

=×

 и
[image: image238.wmf]11

3

ABAC

SS

bc

×

=×

. Тогда: 
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Согласно свойству биссектрисы угла треугольника, имеем: 
[image: image240.wmf]1
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, откуда 
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. Аналогично, 
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. Подставляя эти выражения в формулу для площади, после преобразований получим исходную формулу: 
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Пусть продолжения биссектрис 
[image: image249.wmf]V

АВС пересекают окружность с центром О, описанную вокруг треугольника, в точках 
[image: image250.wmf]2
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, 
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, 
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 (рис. 20). Тогда 
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.        Доказательство. 
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, где 
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 - соответственно площади треугольников 
[image: image256.wmf]22
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. Отсюда получаем 
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. Аналогично, 
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. Используя эти равенства и
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§ 6. Точки и углы Брокара
[image: image324.png]


Брокаром в 1875 году была поставлена следующая задача. В треугольнике АВС найти точку Q так, чтобы 
[image: image271.wmf]QABQBCQCA

Ð=Ð=Ð

. Точку Q называют точкой Брокара. Угол φ, равный каждому из углов QAB, QBC, QCA, называется углом Брокара.  

Для построения точки Брокара приведём следующий способ. Построим окружность, проходящую через точки А и С и касающуюся стороны АВ в точке А (рис. 21). Через точку А проведем АN||ВС. Эта прямая пересечёт окружность в точке N. Точка пересечения прямой NB с окружностью есть искомая точка Q. 

Доказательство. Обозначим 
[image: image272.wmf]Ð

QBC через φ, тогда 
[image: image273.wmf]Ð

ANB также равен φ. Угол QAB, как составленный касательной и хордой, измеряется половиной дуги AQ и поэтому равен φ, 
[image: image274.wmf]QCAQNA
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(опираются на одну дугу). Задача доказана. 

Расстояние от точки Брокара до вершин треугольника АВС равны: 
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Rb

AQ

a

j

××

=

, 
[image: image276.wmf]2sin

Rc

BQ

b

j

××

=

, 
[image: image277.wmf]2sin

Ra

CQ

c

j

××

=

. А синус угла Брокара вычисляется по следующей формуле: 
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Теорема.  Педальный треугольник точки Брокара подобен исходному. 

 Доказательство. По свойству 1 педальных треугольников, имеем (рис. 22): 
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. Подставляя значения AQ, BQ, и CQ из только что доказанной
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задачи, имеем:
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. Следовательно, педальный треугольник точки Брокара подобен данному по третьему признаку. Теорема доказана. 

Следствие. Педальный треугольник точки Брокара и данный треугольник имеют равные углы Брокара. 

§ 7. Педальный треугольник – равносторонний

 Задача 1. Если во внутренней области 
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ABC взята точка P, удовлетворяющая условию 
[image: image285.wmf]::::

abc

APBPCPhhh

=

, то 
[image: image286.wmf]V
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 равносторонний (рис. 1).

Доказательство. Ясно, что 
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 (1). Легко заметить, что 
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. Перепишем теперь равенство (1) в ином виде 
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 равносторонний. Задача доказана.
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Задача 2. Треугольник 
[image: image299.wmf]111
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 является равносто​ронним тогда и только тогда, когда выполняется равенство 
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 (2).

Доказательство. Необходимость. Пусть 
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 равносторонний (рис. 23). В окружностях, описанных около четырёхугольников 
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, отрезки AP, BP, CP служат соответственно диаметрами, а потому 
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. Аналогично доказывается, что 
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Достаточность. Пусть имеет место равенство (2). Вос​пользуемся опять соотношениями 
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Заключение

Среди множества различных геометрических фигур на плоскости выделяется большое семейство многоугольников. Самым простым многоугольником является треугольник. Но простым – ещё не значит неинтересным. Наша работа доказывает это.

Школьный курс планиметрии содержит не так много информации по геометрии конфигурации треугольников и окружностей. А тема эта очень интересна. Многие великие ученые, такие как Гаусс, Эйлер, Лейбниц, Чева, Симпсон занимались решением задач связанных с комбинацией фигур треугольника и окружности. С древнейших времен окружность и треугольник считали совершенными фигурами, в некоторых странах их наделяли и наделяют  магическими смыслом и не случайно. Казалось бы, каждая из них изучена досконально, вдоль и поперек, но вот они в паре. В сотрудничестве они подарили  множество открытий миру математики   и принесли всемирную известность К. Фейербаху и многим другим ученым.   

Таким образом, цель, поставленная в работе, исследовать свойства педального треугольника, доказать формулы для вычисления площади различных педальных треугольников, достигнута. Все задачи выполнены, исследовав различные виды педальных треугольников. Точку, которую рассматривали  во внутренней области треугольника, можно брать не только в нём, но и в четырёхугольнике, пятиугольнике, шестиугольнике и т.д., а их в геометрии бесконечно много, или во внутренней области треугольной пирамиды. Поэтому в дальнейшем мы собираемся исследовать эти случаи.  
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