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Постановка задачи
Теория перестановок нашла свое применение в математическом анализе многих популярных игр, например в игре «пятнадцать». Своим появлением игра «пятнадцать», вызвавшая ажиотаж в Америке, а затем, словно чума, перекинувшаяся через океан и завоевавшая весь мир, обязана американцу Сэму Ллойду. Популярность игры была столь велика, что владельцы фирм вывешивали специальные объявления, запрещавшие играть с ней в рабочее время. В Германии ей баловались на заседаниях Рейхстага, а во Франции ей даже присвоили новое название - «такен» («задира»), так как она казалась более серьезным бедствием, чем алкоголь и табак.

Игра «пятнадцать» состоит из пятнадцати одинаковых плоских фишек в виде квадратов со стороной в одну линейную единицу. Все фишки пронумерованы цифрами от одного до пятнадцати и уложены в открытую квадратную коробочку размерами шестнадцать на шестнадцать линейных единиц так, что остается свободным место еще для одной фишки. Любую из соседних фишек можно пальцем передвинуть на пустое место. Задача заключается в том, чтобы расставить фишки рядами согласно последовательности нанесенных на них номеров.

Проблема не очень-то серьезная, если бы не одно обстоятельство. Если фишки уложить в коробку случайным образом, оказывается, что некоторую часть комбинаций привести к стандартной позиции невозможно. Именно этот факт использовал Ллойд для рекламной компании головоломки: за ее решение был назначен приз в несколько тысяч долларов, очень даже приличная сумма по тем временам. Автор ничего не терял, так как игра  «пятнадцать» из данной комбинации была не разрешима. Однако выяснилось это значительно позже, после детального математического описания свойств головоломки. 

Кратко опишем математические утверждение, являющееся критерием разрешимости игры в пятнадцать.

Инверсией в перестановке из номеров фишек мы будем называть пару чисел [image: image2.png]


, где [image: image4.png]


. Перестановка называется четной, если количество инверсий в ней четно, и нечетной в противном случае. В книге [1, п.15] доказана следующая теорема:

Теорема. Игра «пятнадцать» разрешима тогда и только тогда, когда начальная перестановка фишек является четной.

Полученный ответ на вопрос о разрешимости игры в пятнадцать порождает следующую задачу: справедлива ли предыдущая теорема для игры в [image: image6.png]


при [image: image8.png]


? Решению этой задачи и посвящена наша работа.
В процессе решения задачи мы попытаемся всюду, где это возможно, использовать рассуждения об игре в пятнадцать, изложенные в книге [1]. Забегая вперед, скажем, что это возможно во многих случаях, но далеко не всегда.
Математический аппарат
Опишем необходимый математический аппарат, который потребуется нам для решения задачи.

Договоримся называть начальными те размещения фишек в коробке, в которых свободное место остается в правом нижнем углу. В других случаях будем говорить о позиции игры. Стандартной позицией будем называть такое размещение, при котором фишки расположены в коробке в порядке возрастания номеров, а пустая ячейка находится в правом нижнем углу. Удобной начальной позицией будем считать расположение фишек, при котором фишки с номерами 1,2 расположены на своих местах.

С каждым размещением фишек в коробке можно связать определенную перестановку на множестве [image: image10.png]M={123...;



, считая при этом, что свободное место - это фиктивная фишка с номером 16. Для этого занумеруем места, которые могут занимать фишки числами от 1 до 16 так, чтобы порядок нумерации совпадал с порядком стандартного размещения фишек. Следовательно, каждое размещение фишек однозначно характеризуется перестановкой на множестве М, первый ряд которой составляют номера мест, а второй – номера фишек, которые на этих местах стоят. Например, размещение фишек на рисунке 1 можно описать перестановкой [image: image12.png]
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Начальные размещения фишек можно рассматривать как перестановки на множестве[image: image15.png]My =1{12,3



, так как во всех таких размещениях «фиктивная» фишка будет располагаться на месте с номером [image: image17.png]


. Каждый раз, совершая ход, мы меняем местами «фиктивную» фишку и соседнюю с ней. Допустим, пустая ячейка находится под номером  [image: image19.png]


, а фишка, которая будет передвигаться, имеет номер [image: image21.png]


  и стоит на месте [image: image23.png]


. Тогда после перемещения фишка с номером [image: image25.png]


 ​ займет место [image: image27.png]


, а «фиктивная» фишка встанет на место [image: image29.png]


. Значит, за один ход от размещения
[image: image30.png]



мы переходим к следующему размещению:
[image: image31.png]



Следовательно, перестановку [image: image33.png]


 мы умножаем на транспозицию
[image: image34.png]n—-1 n
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и имеем равенство
[image: image35.png]@1 =281 °9.




Если от позиции, характеризуемой перестановкой [image: image37.png]


 можно перейти к перестановке [image: image39.png]


 за один ход, то найдется такая транспозиция [image: image41.png]


, что при умножении её слева на перестановку [image: image43.png]


 получаем перестановку [image: image45.png]



[image: image46.png]@2 =82° @.




Допустим теперь, что для перехода от позиции [image: image48.png]


 к позиции [image: image50.png]


 нужно сделать [image: image52.png]


 ходов. Тогда существуют такие транспозиции [image: image54.png]6y, 82, B3, .



вида [image: image56.png]


, для которых выполняется равенство
[image: image57.png]Y =08y 00k-1°...081°0.




Так как на свободное место каждый раз передвигается соседняя фишка, требуется наложить определенные ограничения на произведение [image: image59.png]Oy 0 0x—1°



. Если от начального размещения удается перейти к стандартному, то можно будет подобрать такие транспозиции [image: image61.png]8y, 63, &3, -



отмеченного вида, чтобы выполнялось равенство
[image: image63.png];08,10 ..00;°



 откуда
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И такое произведение произвольным не является, так как последовательности транспозиций [image: image66.png]8y, 64, 83,



 соответствует последовательность ходов, причем на свободное место каждый раз перемещается соседняя фишка. Ответ на вопрос задачи дают 2 теоремы.

Решение задачи

Теорема 1. Если в игре [image: image68.png]


от начального положения [image: image70.png]


можно перейти к стандартному, то перестановка [image: image72.png]


 – четная. 
Доказательство проводится дословно так же, как и в книге [1, стр.100] для случая [image: image74.png]


.
Условие четности перестановки является необходимым для того, чтобы от этой перестановки можно было перейти к стандартной.
Теорема 2. Для возможности перехода от начальной позиции к стандартной в игре [image: image76.png]


 необходимым и достаточным условием является четность данной перестановки.
Доказательство необходимости – это теорема 1. Доказательство  достаточности разобьем на несколько этапов, которые будем называть леммами и упрощениями. Будем использовать ту же самую идею доказательства, которая используется в книге [1]. Заранее скажем, что эту идею нельзя использовать дословно, а придется немного модифицировать ее.

Упрощение 1. Производить доказательство для всех четных перестановок не нужно, так как очевидно, что если от позиций, описываемых перестановками [image: image78.png]


 и [image: image80.png]


, можно перейти к стандартной, то это можно осуществить и от перестановки [image: image82.png]


. Поэтому достаточно убедиться в этом, лишь для таких перестановок, в произведение которых раскладывается каждая четная перестановка. Удобно будет взять следующие циклы длины 3:
	 [image: image84.png](1,2,3),(1,2,4),(1,2,9),...,(1,2,7



 
	(1)



Для определения координаты клетки занумеруем строки и столбцы игрового поля так, что началом отсчета являлась левая верхняя клетка, а нумерация начиналась с единицы. Пусть первая координата клетки – номер строки, а вторая координата – номер столбца.
Лемма 1. В игре [image: image86.png]


 для четных n все фишки в коробке, кроме тех, что стоят на первом и втором местах, можно связать в одну непрерывную непересекающуюся цепь, которая может двигаться так, чтобы взаимное размещение звеньев цепи не изменялось (если не учитывать свободного места, которое может двигаться вдоль цепи).
Доказательство. Для организации искомого контура будем рассматривать кибернетическое устройство (далее – КУ), которое стартует с клетки №3 и идет на восток. Пусть при столкновении с границами игрового поля, с уже пройденными клетками, а также со стенками, выставленными по нашему усмотрению, КУ меняет своё направление на перпендикулярное. Обязательной является Т-образная стенка, горизонталью которой служат нижние грани клеток [image: image88.png](1,1) u



, а вертикалью – правые стенки клеток [image: image90.png]1,2)u




Пусть [image: image92.png]


тогда игровое поле примет следующий вид ([1, стр. 102])

[image: image93.jpg]



Для [image: image95.png]


 игровое поле примет следующий вид:
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По сравнению со случаем [image: image97.png]


 нам потребовалась дополнительная стенка – правая граница клетки [image: image99.png]


.

Для [image: image101.png]


 рисунок аналогичен:
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Отличие от предыдущего рисунка состоит в значении [image: image104.png]


 и в количестве выставленных стенок. Номером стенки будем называть номер клетки, содержащей эту стенку справа. Тогда можно заметить, что они появляются во второй сверху строке, начиная с третьей клетки слева, и в третьей снизу строке, начиная с четвертой слева клетки, и повторяются через одну клетку при увеличении [image: image106.png]


:
[image: image107.png]
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Лемма 2. В игре n2-1 для нечетных n все фишки в коробке, кроме тех, что стоят на первом и втором местах, можно связать в одну непрерывную непересекающуюся цепь, которая может двигаться так, чтобы взаимное размещение звеньев цепи не изменялось (если не учитывать свободного места, которое может двигаться вдоль цепи).
Доказательство. Для организации контура будем рассматривать позицию, когда на клетке с координатой [image: image110.png]


 стоит фишка с нужным номером [image: image112.png]


. Рассмотрим случай для[image: image114.png]


.
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Для обхода всех клеток нам понадобились дополнительные стенки слева и снизу для всех клеток, принадлежащих побочной диагонали данного поля. 
Для[image: image116.png]


, по сравнению со случаем[image: image118.png]


, появляется дополнительная правая стенка справа у клетки [image: image120.png]


.

В случае [image: image122.png]


появляются дополнительные стенки справа у клеток [image: image124.png]
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Рассматривая случаи [image: image127.png]


 и т.д., можно выявить определенную закономерность размещения дополнительных стенок. Из рассмотренных случаев следует, что для организации контура в случаях, где [image: image129.png]


 – нечетное, необходимы:
1. Стенки слева и снизу для клеток, принадлежащих побочной диагонали поля.

2. Правые стенки клеток второй строки сверху, начинающиеся с клетки [image: image131.png]


 и повторяющиеся через одну.

3. Стенки справа для всех клеток строки [image: image133.png]


, начинающиеся с клетки [image: image135.png]


 и повторяющиеся через одну.

Лемма 3. Если начальное размещение характеризуется циклом вида (1), то от него можно перейти к стандартной позиции.
Доказательство. Связанные контуром фишки могут двигаться вдоль стенок как по часовой стрелке, так и против нее. Каждая фишка цепи после определенного числа ходов может встать на место с координатой [image: image137.png]


. 

Пусть размещение характеризуется циклом [image: image139.png](1,



т.е. в коробке фишка с номером 2 стоит на первом месте, фишка с номером [image: image141.png]


 – на втором месте, фишка с номером 1 – на  [image: image143.png]


 - ом месте [image: image145.png]


, а все остальные – на своих местах. Делая определенное число последовательных перемещений звеньев цепи, например по часовой стрелке, мы можем фишку с номером 1 поставить на место с координатой (1,3). После этого, перемещая фиктивную фишку вдоль цепи в противоположном направлении, освободим место с координатой [image: image147.png]


. Рассмотрим малый контур, состоящий из фишек с координатами [image: image149.png](1,1),(3,2),(1,3),(2,1),(2,2)



. Переставляя фишки в пределах этого контура, можно достичь того, чтобы фишки с номерами 1 и 2 встали на свои места, фишка с номером [image: image151.png]


 встала на третье место, а остальные не изменили своего положения относительно первоначального.  [1, стр.102]

В результате таких перемещений изменилось положение лишь трех фишек. Фишка под номером [image: image153.png]


 теперь может быть включена в основной контур. Перемещая по цепи, поставим ее на место с номером [image: image155.png]


. Так как взаимное расположение фишек контура не менялось, все остальные фишки займут первоначальное положение. Перемещая фиктивную фишку по контуру, поставим ее на место [image: image157.png]


. Таким образом, все фишки встали на свои места, и мы получили стандартное размещение. 

Лемма 4. Каждая четная перестановка раскладывается в произведение циклов из ряда (1).
Доказательство. Действительно, каждая четная перестановка [image: image159.png]


 раскладывается в произведение четного числа транспозиций 
	[image: image160.png]a=208y © 830 ..085-1 ° Oy




	(2)


Если [image: image162.png]


, то в силу равенства [image: image164.png]


 можно написать 
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.
Для завершения доказательства достаточно показать, что для любой транспозиции [image: image169.png]


 оба произведения [image: image171.png]@y e



 и [image: image173.png](1,2)



 можно разложить в произведение циклов из ряда (1). Этот факт действительно имеет место, как показывают следующие равенства: 

[image: image175.png](1,2) e ) =10j) e (1,2) =(1,2,)) o (1,2,1)  (1,2,1) o (



, если [image: image177.png]


,

[image: image179.png](1,2) e (L) =1(2)) = (1,




, если [image: image181.png]


,

[image: image183.png](1,2) e (2,))=(1)) e (1,2)=(1,2,)) = (



, если [image: image185.png]


.

Если одно из [image: image187.png]


 в разложении (2) равно [image: image189.png]


, то соответствующее произведение на [image: image191.png]


 будет тождественной перестановкой, и его можно не учитывать. Таким образом, последовательность лемм завершает доказательство искомой теоремы 2.
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