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введение
Моя работа посвящена рассмотрению основных свойств фигур постоянной ширины. Вообще, мало кто знает, что такое диаметр, ширина фигуры. Может показаться, что круг является единственной выпуклой фигурой, у которой ширина в любом направлении одна и та же: она равна диаметру круга. Однако это не так: существует бесконечное множество фигур постоянной ширины, т.е. таких выпуклых фигур, у которых во всех направлениях ширина одинакова. Простейшим примером является треугольник Релло. В своей работе я доказываю, что из всех фигур постоянной ширины треугольник Релло имеет наименьшую площадь. Ранее такое свойство фигур постоянной ширины нигде не доказывалось.
1. Диаметр фигуры.

 Рассмотрим круг диаметра d. Расстояние между любыми двумя точками М и N этого круга (рис.1) не превосходит d. В то же время можно найти две точки А и В нашего круга, удаленные друг от друга в точности на расстояние d.
Рассмотрим теперь вместо круга какую-нибудь другую фигуру. Что можно назвать «диаметром» этой фигуры?
[image: image52.png]



Сказанное выше наводит на мысль назвать диаметром фигуры наибольшее из расстояний между ее точками. Иначе говоря, диаметром фигуры F (рис. 2) мы будем называть такое расстояние d, что, во-первых, расстояние между любыми двумя точками М и N фигуры не превосходит d, и, во-вторых, можно отыскать в фигуре F хотя бы одну пару точек А, В, расстояние между которыми в точности равно d(1).
Пусть, например, фигура F представляет собой полукруг (рис.3). Обозначим через А и В концы ограничивающей его полуокружности. Тогда ясно, что диаметром фигуры F является длина отрезка АВ. Вообще, если фигура F представляет собой сегмент, ограниченный дугой l и хордой а, то в случае, [image: image1.png]S
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когда дуга l не превосходит полуокружности (рис.4,а), диаметр фигуры F равен а (т.е. длине хорды); в случае же, когда дуга l больше полуокружности (рис.4,б), диаметр фигуры F совпадает с диаметром всего круга.
Легко понять, что если F представляет собой многоугольник (рис.5), то его диаметром является наибольшее из расстояний между вершинами. В частности, диаметр любого треугольника (рис.6) равен длине его наибольшей стороны. 

Заметим, что если диаметр фигуры F равен %, то в фигуре F может существовать и много пар точек, расстояние между которыми равно d. Например, в случае эллипса (рис.7) такая пара точек только одна, в случае квадрата (рис.8) их две, в случае правильного треугольника (рис.9) — три, наконец, в случае круга таких пар тачек бесконечно много.
(1)  Приведенное в тексте определение диаметра фигуры неявно предполагает, что каждая рассматриваемая «фигура» представляет собой замкнутое множество (т.е. к фигуре причисляются все ее граничные точки). Например, если F — открытый круг диаметра d (т.е. круг, к которому не причисляются точки ограничивающей его окружности), то точная верхняя грань расстояний между двумя точками фигуры F равна d; однако в этом случае не существует двух точек фигуры F, расстояние между которыми в точности равно d. Если же мы причислим к фигуре F все граничные точки (т.е. будем рассматривать замкнутый круг), то эта верхняя грань будет достигаться: найдутся две точки А и В, расстояние между которыми равно d.
      Вообще, если F — замкнутое ограниченное множество (на плоскости или в евклидовом пространстве произвольного числа измерений), то найдутся две точки А и В фигуры F, расстояние между которыми максимально. Действительно, пусть М и N — две произвольные точки множества F и ρ(М,N) — расстояние между ними. Функция ρ(М,N) непрерывна (по М,N). Но всякая непрерывная функция (в данном случае от двух переменных М,N), аргументы которой меняются в замкнутом ограниченном множестве, обязательно достигает своего наибольшего (и наименьшего) значения. Таким образом, найдутся такие две точки А и В фигуры F, что ρ(А,В) ≥ ρ(М,N) для любых точек М и N фигуры F. Расстояние d=ρ(А,В) между такими двумя точками и представляет собой диаметр множества F.
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2. Фигуры постоянной ширины.
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Пусть F — ограниченная выпуклая фигура и l — некоторая прямая. Проведем к фигуре F две опорные прямые, параллельные l (опорная прямая — прямая, имеющая хотя бы одну общую точку с фигурой F и вся фигура F расположена по одну сторону от l). Расстояние h между этими двумя опорными прямыми называется шириной фигуры F в направлении l. Из рассмотрения рис. 10 нетрудно заключить, что высота равностороннего треугольника является его наименьшей шириной, а его сторона — наибольшей шириной. У круга ширина в любом направлении одна и та же: она равна диаметру круга. Может показаться, 
(2)Приведенное в тексте рассуждение не дает, конечно, строгого доказательства существования опорной прямой l. Строгое доказательство можно получить, например, следующим образом. Проведем прямую l, не пересекающую фигуры F, и прямую m
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l. Примем прямые l и m за оси координат (рис.*) и обозначим для любой точки  А фигуры F через y(А) ее ординату (измеряемую вдоль прямой m). Таким образом, на фигуре F определена функция y(А), причем эта функция непрерывна (ибо разность y(А) — y(А′) не превосходит отрезка АА′). Но непрерывная функция, определенная на замкнутом ограниченном  множестве F, достигает своего наибольшего и наименьшего значений. Иначе говоря, существуют такие точки М1 и М2 фигуры F, что y(М1) ≤ y(А) ≤ y(М2) для любой точки А этой фигуры. Но это означает, что если мы проведем через точки М1 и М2 прямые, параллельные оси абсцисс l, то вся фигура F будет заключена в полосе между этими прямыми. Таким образом, прямые l1 и  l2, проходящие через точки М1, М2 параллельно l, являются теми двумя опорными прямыми фигуры F, о которых идет речь в тексте. [image: image3.png]puc.11




что круг является единственной выпуклой фигурой, обладающей этим свойством. Однако это не так: существует бесконечное множество фигур постоянной ширины, т.е. таких выпуклых фигур, у которых во всех направлениях ширина одинакова. Простейшим примером такой фигуры является треугольник Релло, изображенный на рис. 11. Он представляет собой пересечение трех кругов радиуса h, центры которых находятся в вершинах равностороннего треугольника со стороной h.
Вообще, если F — правильный многоугольник с нечетным числом вершин и h — длина наибольшей из его диагоналей, то, соединяя каждые две соседние его вершины дугой окружности радиуса h с центром в противоположной вершине, мы получаем фигуру постоянной ширины h (рис.12). Это построение проходит и в том случае, если многоугольник диаметра h с нечетным числом сторон является правильным, но из каждой его вершины исходят две диагонали длины h (рис.13).
Фигуры постоянной ширины обладают рядом интересных свойств; укажем лишь несколько простейших.[image: image4.png]



Прежде всего, отметим, что диаметр фигуры постоянной ширины равен ее ширине: d=h. Через каждую граничную точку фигуры постоянной ширины d проходит хотя бы один диаметр этой фигуры (т.е. хорда, имеющая длину d). Границу фигуры постоянной ширины d нельзя разбить на две части меньшего диаметра. Это доказывается так же, как для окружности.
(3)Предложение, разъясненное в тексте, уточняется следующим образом: если круг F диаметра d каким-либо образом представлен в виде объединения двух своих замкнутых подмножеств, то хотя бы одно из этих подмножеств имеет тот же диаметр d. Рассуждение, приведенное выше, конечно, не дает полного доказательства этого утверждения. Корректное доказательство выглядит так. Обозначим через Н1 и Н2 рассматриваемые замкнутые подмножества (так что их объединение Н1 U Н2 дает весь круг F). Точки множества Н 1, лежащие на окружности круга F, составляют некоторое множество К1; аналогично определяется множество К2. Таким образом, окружность круга F представляется в виде объединения двух своих замкнутых подмножеств К1 и К2. Если одно из этих множеств, например К2, пусто (т.е. совсем не содержит точек), то К1 совпадает со всей окружностью; поэтому множество К1, а значит и Н1, имеет диаметр d. Если же оба множества К1 и К2 непусты, то они обязательно имеют общую точку А (ибо окружность связна и поэтому не может быть представлена в виде объединения двух непересекающихся замкнутых подмножеств). Обозначим точку, диаметрально противоположную точке А, через В, и пусть, для определенности, точка В принадлежит множеству К2. Тогда К2 содержит обе точки А, В. Следовательно, множество К2, а значит и Н2, имеет диаметр d. Итак, в любом случае хотя бы одно из множеств Н1,Н2 имеет диаметр d. 
Всякие два диаметра фигуры постоянной ширины всегда пересекаются (либо внутри фигуры, либо на ее границе, рис.13, 14). При этом, если два диаметра АВ и АС имеют общую граничную точку А, то дуга ВС радиуса d с центром в точке А целиком лежит на границе фигуры (рис.15).

Наконец, отметим, что если F — фигура постоянной ширины и АВ — ее диаметр, то прямые l1 и l2, проходящие через точки А и В и перпендикулярные к отрезку АВ, являются опорными прямыми фигуры F (рис.16).
3. Вложение в фигуру постоянной ширины.
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Вернемся к рис. 12 и обозначим многоугольник, изображенный на нем, через М, а содержащую его фигуру постоянной ширины — через F. Таким образом, многоугольник М, имеющий диаметр d, содержится в фигуре F постоянной ширины d.
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Для правильных многоугольников с четным числом сторон аналогичное построение не проходит. Однако и в этом случае остается верным, что правильный многоугольник, имеющий диаметр d, можно вложить в фигуру постоянной ширины d (рис.17). Интересно отметить, что для правильного многоугольника с нечетным числом вершин существует единственная содержащая его фигура постоянной ширины, имеющая тот же диаметр. Для правильного же многоугольника с четным числом сторон содержащая его фигура постоянной ширины (имеющая тот же диаметр) не единственна. Например, квадрат диаметра d содержится не только в фигуре, изображенной на рис.17, но и в описанном круге, который также, очевидно, является фигурой постоянной ширины d.                                                                 рис.16.
Сказанное выше о возможности вложения правильных многоугольников в фигуры постоянной ширины имеет далеко идущее обобщение. Имеет место следующая теорема:
Теорема. Всякая фигура диаметра d может быть вложена в некоторую фигуру постоянной ширины d.

Для доказательства этой теоремы предварительно введем одно понятие и докажем три леммы.
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Пусть F — произвольная плоская фигура диаметра, не превосходящего d. Ясно, что можно найти круг радиуса d, целиком содержащий фигуру F (например, если А — произвольная точка фигуры F, то круг радиуса d с центром А целиком содержит фигуру F). Пересечением всех кругов радиуса d, содержащих фигуру F, обозначим через F* и назовем расширением фигуры F. Например, если F есть равносторонний треугольник со стороной №, то F* — треугольник Релло (рис.18).
Из определения ясно, что расширение выпуклой фигуры F (диаметра, не превосходящего d) само является выпуклой фигурой.
Лемма 1. Пусть F — фигура диаметра d. Тогда ее расширение F* также имеет диаметр d.

Доказательство. Пусть А и В — произвольные точки фигуры F*. Возьмем произвольную точку М фигуры F и рассмотрим круг КМ радиуса d с центром в точке М (рис.19). Этот круг содержит [image: image45.png]puc.18.
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целиком фигуру F и, следовательно, является одним из тех кругов, которые дают в пересечении фигуру F*. Поэтому фигура F* также содержится в круге КМ. В частности, точка А принадлежит кругу КМ и потому

АМ ≤ d.

Итак, АМ ≤ d для любой точки М фигуры F. Следовательно, круг КА радиуса d с центром в точке А содержит всю фигуру F (рис.20) и потому является одним из тех кругов, которые дают в пересечении фигуру F*. Из этого вытекает, что фигура F* содержится целиком в круге КА. В частности, точка В содержится в круге КА и потому АВ ≤ d.

Таким образом, расстояние между любыми двумя точками А, В фигуры F* не превосходит d, т.е. диаметр фигуры F* не больше чем d. Но он и не меньше чем d, ибо фигура целиком содержит фигуру F диаметра d. 
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Лемма 2. Пусть F — фигура диаметра d и F* — ее расширение. Пусть, далее, М — произвольная граничная точка фигуры F* и l — проходящая через М опорная прямая фигуры F*. Тогда круг Кl радиуса d, касающийся прямой l в точке М и расположенный по ту же сторону от l, что и фигура F, содержит целиком фигуру F* (рис.21). 
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Доказательство. Допустим, что круг Кl не содержит фигуры F* , т.е. найдется точка А, принадлежащая фигуре F* и лежащая вне круга Кl. Проведем через точки М и А окружность S радиуса d, центр которой расположен по ту же сторону от l, что и фигура F* (рис.22). Так как окружность S отлична от окружности круга Кl, то она не касается прямой l в точке М, т.е. пересекает прямую l. Следовательно, дуга АМ окружности S (меньшая полуокружности) пересекает прямую l, т.е. на дуге АМ найдется точка Х, лежащая по другую сторону от l, чем фигура F*. Пусть теперь К — произвольный круг радиуса d, содержащий фигуру F. [image: image48.png]puc.21.
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Тогда круг К содержит и фигуру F* (ибо К входит в число кругов, дающих в пересечении фигуру F*), и потому точки А и М принадлежат кругу К. Отсюда следует, что К содержит целиком и дугу АМ; в частности, точка Х принадлежит кругу К. Итак, любой круг радиуса d, содержащий фигуру F, содержит также точку Х, и потому Х принадлежит фигуре F*, вопреки тому, что l — опорная прямая фигуры F*. Полученное противоречие доказывает лемму.
Лемма 3. Пусть F — выпуклая фигура диаметра d. Если F не является фигурой постоянной ширины, то существует выпуклая фигура Н диаметра d, содержащая фигуру F и отличная от нее (а следовательно, имеющая большую площадь).
Доказательство. Рассмотрим расширение F* фигуры F. Если F не совпадает с F*, то фигура

 H = F*
является искомой: она содержит фигуру F, имеет диаметр d и, очевидно, имеет большую площадь, чем фигура d.

Пусть теперь исходная фигура F совпадает с F*. Так как F не является фигурой постоянной ширины d, то найдутся две параллельные опорные прямые l′ и l″ фигуры F, расстояние между которыми меньше d. Обозначим через М общую точку прямой l′ и фигуры F, а через К — круг радиуса d, касающийся прямой l′ в точке М и расположенный по ту же сторону от прямой l′, что и фигура F (рис.23).
Центр круга К обозначим через А. Точка А не принадлежит фигуре F (ибо AМ = d, а расстояние между прямыми l′ и l″ меньше d). Согласно лемме 2, круг К целиком содержит фигуру F = F*. Следовательно, для любой точки М фигуры F отрезок АМ не превосходит d. Иначе говоря, фигура F′, состоящая из фигуры F и точки А, имеет диаметр d. Выпуклая оболочка Н фигуры F′ (рис.23) также имеет диаметр d. Так как площадь фигуры Н, очевидно, больше площади фигуры F (напомним, что точка А не принадлежит фигуре F), то фигура Н является искомой.
Доказательство теоремы. Пусть F — фигура диаметра d. Если ее расширение F* является фигурой постоянной ширины, то теорема справедлива.

Пусть теперь F* не является фигурой постоянной ширины. Будем рассматривать всевозможные фигуры диаметра d, содержащие фигуру F*. Так как  каждая фигура диаметра d содержится целиком в некотором круге радиуса d, то площадь любой такой фигуры не превосходит ¶d2.  Обозначим через k наибольшее из таких целых чисел, что существует фигура диаметра d, содержащая F* и имеющая площадь, большую или равную k. Выберем одну из таких фигур и обозначим ее через Н0. Ясно, что фигура Н0 обладает следующими свойствами: она имеет диаметр d и всякая содержащая ее фигура диаметра d превосходит ее по площади не больше чем на 1 (иначе вместо k можно было бы взять k+1).
Обозначим теперь через k1 наибольшее из таких целых чисел, что существует выпуклая фигура диаметра d, содержащая Н0 и имеющая площадь, большую или равную k+k1/10. Одну из таких фигур выберем и обозначим через Н1. Итак, Н1 содержит фигуру Н0, имеет диаметр d и всякая выпуклая фигура диаметра d, содержащая Н1, превосходит ее по площади не больше чем на 1/10.
Таким же точно способом мы построим выпуклую фигуру Н2 диаметра d, содержащую Н1 и обладающую тем свойством, что всякая выпуклая фигура диаметра d, содержащая Н2, превосходит ее по площади не более чем на 1/100. Затем мы проведем такое же построение для числа 1/1000 и т.д.

При проведении этого построения могут представиться две возможности: либо на некотором шаге этого построения получится фигура Нn, уже являющаяся фигурой постоянной ширины d (и построение на этом закончится), либо же ни одна из фигур Нn не будет фигурой постоянной ширины, и мы получим бесконечную последовательность выпуклых фигур Н0, Н1,…, Нn,…, каждая из которых содержится в последующей. В первом случае, когда построение заканчивается на фигуре Нn, имеющей постоянную ширину d, эта фигура Нn, очевидно, является искомой. Во втором случае обозначим через Н объединение всех фигур Н0,Н1,…, Нn,… Иначе говоря, Н состоит из всех тех точек, каждая из которых принадлежит какой-нибудь фигуре Нn.
Фигура Н выпукла. В самом деле, пусть А и В — две точки этой фигуры. Тогда А принадлежит некоторой фигуре Нn, а В — некоторой фигуре Нm. Пусть, для определенности, n ≥ m. Тогда фигура Нm целиком содержится в Нn. Вместе с ними фигуре Нn принадлежит и весь отрезок АВ. Но тогда отрезок АВ целиком принадлежит фигуре Н, т.е. фигура Н выпукла.
Легко видеть, далее, что фигура Н имеет диаметр d. Действительно, пусть А и В — произвольные две точки фигуры Н. Тогда, как и выше, обе эти точки принадлежат некоторой фигуре Нn. Так как диаметр фигуры Нn равен d, то АВ ≤ d.

Докажем, наконец, что Н — фигура постоянной ширины d. Допустим противное. Тогда, по лемме 3, существует выпуклая фигура Н′ диаметра d, содержащая фигуру Н и имеющая большую площадь. Пусть n — такое натуральное число, что разность площадей фигур Н′ и Н больше чем 1/10n . Но это противоречит выбору фигуры Нn. Полученное противоречие и завершает доказательство теоремы.
4.Площадь треугольника Релло.
Одна из задач моей работы: доказать, что из всех фигур постоянной ширины d треугольник Релло имеет наименьшую площадь.
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            Для начала найдем площадь треугольника Релло: SРелло=SАВС+3Sсегмента ;

            S=d2
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/4; Sсегмента=Sсектора—SАВС=¶d2/6—d2 
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). Значит площадь треугольника Релло равна d2/2(¶—
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Пусть дан какой-то правильный n–угольник (с нечетным числом сторон)=> его шириной будет наибольшая из диагоналей (в данном случае их две).
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) => limSпост.ширины=¶d2/4 (т.к. R=d/2 и Sокр-ти=¶R2);
оценим ¶d2/4 и площадь треугольника Релло:

¶d2/4-d2/2(¶-
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; 
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>¶ =>¶d2/4>площади треугольника Релло, а равносторонний, треугольник является многоугольником с наименьшим числом вершин (сторон). Значит, с увеличением числа вершин многоугольника площадь фигуры постоянной ширины, в которую вписан этот многоугольник,  будет увеличиваться. Однако это не является истинным доказательством.
Попробуем доказать, что треугольник Релло имеет наименьшую площадь через n— количество сторон многоугольника.

Доказательство.
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Итак, площадь треугольника Релло равна d2/2(¶—
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).
Пусть дан правильный многоугольник со стороной а.
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О — центр вписанной и описанной окружности. ОА=ОD; ОН
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АD;
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 АОD=360/n (n-число сторон) => т.к. треугольник равнобедренный, ОН –биссектриса угла АОD. Следовательно 
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НОD; тр.АОН: угол 
АОН=180/n; АН=а/2  => 
ОН=АН/tg(1800/n); Sмногоугольника=SAOD*n=1/2*ОН*АD=1/2*a/2/tg(180/n)*a=a2/4tg(180/n);
Диаметром многоугольника является его наибольшая диагональ (в данном случае их две). Рассмотрим вписанные в окружность углы АОВ и АМВ (рис.) => угол АОВ=2
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АМВ => 
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АМВ=180/n , AM=MB => по теореме косинусов АВ2=а2=2d2(1-cos(180/n)) => Sмногоугольника=2d2(1-cos(180/n))*n/(4tg(180/n))=nd2(1-cos(180/n))/(2tg(180/n));
Площадь фигуры, в которую вписан правильный многоугольник состоит из площади многоугольника и суммы площадей  равных сегментов. Площадь сегмента равна Sсегмента=¶d2/360*180/n-1/2d2sin(180/n)=¶d2/2n-1/2d2sin(180/n)=1/2d2(¶/n-sin(180/n)) (Sсегмента=Sсектора-Sтреугольника АМВ);

 S=nd2(1-cos(180/n))/(2tg(180/n))+nd2(¶/n-sin(180/n))/2
Остается доказать, что это выражение будет всегда больше площади треугольника Релло, т.е. больше, чем 1/2d2(¶-
[image: image32.wmf]3

). Для этого вычтем из площади треугольника Релло площадь фигуры постоянного диаметра, в которую вписан правильный многоугольник (т.е. выражение в рамке) и докажем, что эта разность при n>3 всегда будет отрицательной:
1/2d2(¶-
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)-1/2d2n(1/tg(180/n)-cos(180/n)/tg(180/n)+¶/n-sin(180/n))=
1/2d2(¶-
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-n/tg(180/n)+ncos(180/n)/tg(180/n)-¶+nsin(180/n))=

1/2d2(-
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-nctg(180/n)+nctg(180/n)*cos(180/n)-nsin(180/n))=

1/2d2(-
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-n(ctg(180/n)-ctg(180/n)cos(180/n)+sin(180/n))=
1/2d2(-
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-n(ctg(180/n)(1-cos(180/n))+sin(180/n))

       Итак      ctg(180/n)(1-cos(180/n))+sin(180/n) >0 при любом n>3  =>
                     (-
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-n(ctg(180/n)(1-cos(180/n))+sin(180/n)) < 0  =>
      разность площади треугольника Релло и площади фигуры постоянного диаметра, в которую вписан правильный многоугольник,    отрицательна  => из всех фигур постоянной ширины треугольник Релло имеет наименьшую площадь.

                                                                                    ч.т.д.
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ВАНКЕЛЯ ДВИГАТЕЛЬ

ВАНКЕЛЯ ДВИГАТЕЛЬ, роторно-поршневой двигатель внутреннего сгорания, конструкция которого разработана в 1957 немецким ученым Ф. Ванкелем (F. Wankel). В Ванкеля двигателе 3-гранный ротор (поршень) вращается в цилиндре специального профиля. Грани ротора отсекают переменные объемы камер, в которых происходят обычные для двигателей внутреннего сгорания процессы. При одинаковой мощности имеют в 2-3 раза меньшие размеры, чем поршневые двигатели.

Подпись к схеме: Двигатель Ванкеля: 1 – ротор, 2 – вал, 3 – водяное охлаждение, 4 – корпус, 5 – свеча зажигания, 6 – шестерня, 7 – зубчатое колесо, 8 – цилиндр.
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