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Хорошо известна (см. [5], с 291) теорема Эйлера для простого многогранника 
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– число его вершин, 
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– число ребер и 
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– число граней. Пуанкаре обобщил (см. там же) теорему Эйлера на случай 
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где 
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– число 
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мерного многогранника. Для доказательства теоремы достаточно подсчитать (см., например, [3]) для [image: image12.wmf]-
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 числа: 
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   а затем подставить их в выписанное Пуанкаре равенство.
В настоящей работе будет рассмотрен [image: image15.wmf]-
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мерный параллелепипед (в частности, [image: image16.wmf]-
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мерный куб) в евклидовом пространстве [image: image17.wmf]n
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. Нашей задачей будет доказательство теоремы, дающей возможность подсчета числа его вершин 
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 и 
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– мерных граней 
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 с помощью рекуррентных формул. В качестве приложения эти формулы позволяют по иному доказать теорему Пуанкаре и найти характеристику Эйлера [image: image22.wmf]-
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мерной сферы 
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, что является подтверждением их справедливости.

Не смотря на то, что данная тема достаточно хорошо изучена, по нашему мнению, выведенные нами формулы являются оригинальными, не встречающимися в литературе. 
§ 1. n-Мерный параллелепипед (куб)
1.1. Рассмотрим 
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. Пусть в простран​стве 
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 даны точка 
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 линейно независимых векторов 
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, взятых в определенном порядке. Совокупность 
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 EMBED Equation.3  [image: image33.wmf]n
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 называется ориентирован​ным 
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параллелепипедом и обозначается через 
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параллелепипеда называются точка 
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 и любая другая точка 
[image: image39.wmf]R

i

i

i

i

A

...

3

2

1

, удовлетворяющая следующему условию 
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-произволь​ное целое число. Диагоналями 
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- параллелепипеда   называются отрезок 
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, и, кроме того, здесь 
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-некоторая перестановка чисел 
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 . Все диаго​нали 
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-параллелепипеда пересекаются в одной точке, и эта точка является сере​диной каждой диагонали. Сторонами 
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 и, кроме того, все числа 
[image: image55.wmf]R

i

i

i

i

,...,

,

,

3

2

1

 входят в последовательность 
[image: image56.wmf]1

3

2

1

,...,

,

,

+

R

j

j

j

j

.
1.2. 
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-Параллелепипед 
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 называется прямоугольным, если сис​тема векторов 
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 ортогональная. В прямоугольном параллелепипеде любые две стороны, исходящие из одной вершины, перпендикулярны, а квадрат диагонали, ис​ходящей из вершины 
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, равен сумме квадратов всех сторон, исходящих из той же вершины.
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 образуют ортогональную систему и, кроме того, их длины равны друг другу. Любые две стороны и любые две диагонали 
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– длина стороны куба, кроме того, диа​гональ куба образует равные углы со всеми его сторонами.
§ 2. Основная теорема.
2.1. В начале опишем процесс, как в 4-мерном пространстве 
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 из 3-мерного параллелепипеда (в частности, куба) получить 4-мерный. Для чего к трем базисным векторам 3-мерного параллелепипеда 
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, направленным по осям x, y, z системы координат {O, x, y, z, t} пространства 
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  - вдоль оси t. И производим смещение каждой точки 3-мерного параллелепипеда 
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Каждая вершина 3-мерного базового параллелепипеда 
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 при своем смещении опишет ребро 4-мерного параллелепипеда [image: image84.wmf]=
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в свою очередь, каждое ребро 3-мерного базового параллелепипеда  при своем смещении «заметет» 2-мерную грань 4-мерного параллелепипеда  и, наконец, каждая 2-мерная грань 3-мерного базового параллелепипеда при своем смещении «заметет» 3-мерную грань 4-мерного параллелепипеда. Таким образом, в 4-мерном параллелепипеде [image: image86.wmf]=
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 будет 16 вершин, 32 ребра, 24 двумерных грани и 8 трехмерных граней, каждая из которых представляет собою 3-мерный параллелепипед в 
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В этом случае теорема Пуанкаре для четырехмерного параллелепипеда будет иметь вид: 
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В приложении нами приведены изображения 4-мерного параллелепипеда (см. рис. 1) и его развертки (см. рис. 2).
2.2.  Используя  тот же метод, что и в первом пункте настоящего параграфа, произведем подсчет числа вершин и граней 
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ТЕОРЕМА.  Если число вершин, ребер и 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.  Предположим, что 
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Произведем подсчет числа вершин, ребер и 
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Отметим, что при построении на основе базового параллелепипеда 
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 вершин базового параллелепипеда 
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 – ребер, которые состоят из числа 
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  2-граней, которые “заметут” ребра базового параллелепипеда 
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Рассуждая аналогичным образом отмечаем, что число 
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, а также числа 
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 граней базового параллелепипеда 
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, которые “'заметут” при парал​лельном перемещении  
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мерные грани параллелепипеда [image: image167.wmf][
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§ 3. Теорема Пуанкаре и Эйлерова характеристика 
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мерной сферы.
3.1. Произведя подсчет всех вершин, ребер и граней параллелепипеда [image: image169.wmf][
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 можно проверить справедливость теоремы Пуанкаре. Для чего найдем эйлерову характеристику n-мерного параллелепипеда по следующей формуле:
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В результате простейших преобразований будем иметь 
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Таким образом, справедливо 
СЛЕДСТВИЕ 1.  Характеристики Эйлера (n – 1)-мерного и n-мерного параллелепипедов находятся в следующей зависимости
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Пусть n = 3, то  известно, что
[image: image173.wmf](

)

2

3

=

K

c

. Далее подсчитывается непосредственно
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В результате в качестве следствия получаем уже известную теорему Пуанкаре: [image: image178.wmf](
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 для простого n-мерного многогранника 
[image: image179.wmf]n

M

, поверхность которого, как и поверхность n-мерного параллелепипеда должна быть топологически эквивалентна поверхности n-мерной сферы.
3.2. Поскольку все диагонали 
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– мерного куба пересекаются в одной точке и делятся ею в отношении пополам, то вокруг 
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– мерного куба можно описать 
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– мерную сферу, проходящую через все его вершины.  
В качестве центра выберем точку пересечения диагоналей куба и спроектируем k–мерные грани n–мерного куба на n – мерную сферу. Так как 
[image: image183.wmf]n

– мерный куб на 
[image: image184.wmf]n

– мерная сфера топологически эквивалентны (см. [3]), то, отображение k-  мерных граней 
[image: image185.wmf]n

– мерного куба на  
[image: image186.wmf]n

– мерной сфере будет определено однозначно.  При этом произвольный радиус, проведенный из центра О 
[image: image187.wmf]n

– мерной сферы, пересечет границу 
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– мерного куба в некоторой точке А и 
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– мерную сферу в некоторой точке B. Посредством этого центрального проектирования будет осуществляться  гомеоморфное отображение 
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– мерного куба  на 
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– мерную сферу. При этом 
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  мерные грани 
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– мерного куба будут гомеоморфным образом отображаться на определенные подмножества 
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– мерной сферы, которые, в свою очередь, и зададут триангуляцию 
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– мерной сферы. Следовательно:
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а потому, в частности,
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Таким образом, получен хорошо известный факт, что (см. [3]) эйлерова характеристика 
[image: image198.wmf]3

– мерной сферы равна Эйлеровой характеристике 
[image: image199.wmf]3

– мерного куба и равна 2.  В общем виде формула имеет вид: [image: image200.wmf](
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, что на основании результатов предыдущего пункта позволяет сформулировать еще одно хорошо известное (см., например, [3]) 
СЛЕДСТВИЕ 2. Эйлерова характеристика n-мерной сферы равна
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Заключение.
В настоящей работе мы рассмотрели 
[image: image202.wmf]-
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 мерный параллелепипед (в частности куб). Описан процесс его построения на основе заданного “базисного” 
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 мерного куба. Основным результатом являются рекуррентные формулы для подсчета числа вершин, ребер и граней n-мерного параллелепипеда. Справедливость этих формул подтверждены проведенной триангуляцией сферы и подсчетом ее эйлеровой характеристики, а также теоремой Пуанкаре.
Кроме того, в приложении даются изображения четырехмерного куба и его развертки. Изготовлена также его натуральная модель, которую докладчик представит на конференции.
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