Базовые задачи 
Термин «тетраэдр» означает произвольную треугольную пирамиду. Если в задаче не сказано, что необходимо сделать, (например, как в задаче 1), предполагается, что надо доказать утверждение, сформулированное в задаче. 
1.  Объем тетраэдра ABCD равен 
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 расстояние между скрещивающимися ребрами AC и BD, 
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-- площадь сечения тетраэдра плоскостью, параллельной AC и BD, расположенной на равном расстоянии между ними. 

2.  Объем тетраэдра ABCD равен 
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, где P и S площади граней ADC и BDC соответственно, 
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 -- величина угла между ними, 
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 -- длина ребра DC. 
3.  Объем тетраэдра ABCD равен 
[image: image8.wmf]f

sin

6

1

abd

, где 
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 и 
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-- длины ребер AB CD соответственно, 
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-- расстояние и 
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 угол между ними. 

4.  Биссекторная плоскость, делящая пополам двугранный угол между ADC и BDC тетраэдра ABCD, делит ребро AB в отношении площадей граней ADC и BDC. 

5.  В тетраэдре ABCD на ребрах AB, AC и AD отложены точки K, L, M соответственно, так что AK=1/3AB, AL=3/5AC, AM=4/11AD. Вычислить отношение объемов тетраэдров ABCD AKLM. 

6.  Вокруг пирамиды описывается сфера тогда и только тогда, когда вокруг основания пирамиды описывается окружность.  

7.  В четырёхугольную пирамиду вписывается сфера тогда и только тогда, когда в четырёхгранном угле при вершине пирамиды сумма двух противоположных плоских углов равна сумме двух других противоположных плоских углов. 

8.  Биссектриса трёхгранного угла – множество точек, равноудалённых от граней. Доказать, что это – луч из вершины угла. Доказать, что в любом тетраэдре биссектрисы всех четырёх вершин пересекаются в одной точке – центре вписанной в тетраэдр сферы.

9.  Отрезки, соединяющие середины противоположных рёбер произвольного тетраэдра, пересекаются в одной точке, делятся этой точкой пополам. В этой же точке пересекаются четыре медианы тетраэдра и делятся этой точкой в отношении 3:1. (Медиана тетраэдра – отрезок от вершины до центроида противоположной грани). 

14*. В тетраэдре ABCD проведено сечение, перпендикулярное радиусу OD, где О центр описанной сферы. Доказать, что вершины A, B, C, и точки пересечения секущей плоскости с рёбрами DA, DB, и DC лежат на некоторой сфере. 

15. Произведение длин противоположных ребер произвольного тетраэдра, деленное на произведение синусов двугранных углов при этих ребрах, есть величина постоянная. (Указание – использовать задачу №2)

16. Плоскость, проходящая через середины скрещивающихся рёбер тетраэдра, делит тетраэдр на равновеликие части. 

17. Внутри трехгранного угла взята произвольная точка М. Доказать, что можно так провести плоскость через точку М, что М будет являться центроидом (точкой пересечения медиан) треугольника, вырезаемого из плоскости гранями угла. 

18º. Доказать, что в параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 диагональ АС1 делится на три равные части плоскостями A1BD и B1D1C. 

19º. Дан куб ABCDA1B1C1D1 со стороной 
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. М -- середина А1 В1. Вычислить расстояние и угол между прямыми АВ1 и ВС1 , расстояние и угол между прямыми АМ и ВС1. 
.20º. В правильном тетраэдре ABCD – точки М и N середины рёбер АВ и СD соответственно. Вычислить угол и расстояние между прямыми DМ и ВN. Вычислить угол и расстояние между прямыми DМ и ВС. 

21. Если сумма длин двух скрещивающихся рёбер тетраэдра равна сумме длин двух других скрещивающихся рёбер, то сумма двугранных углов при первой паре рёбер равна сумме углов при второй паре. 

22. В тетраэдре ABCD двугранный угол при ребре АВ равен углу при ребре CD, а двугранный угол при ВС равен углу при АD. Тогда S(ABC)=S(ADC) и S(ABD)=S(BDC). 
23° Сфера радиуса R касается одной грани двугранного угла и пересекает другую грань по окружности радиуса r. Линейный угол двугранного угла равен 
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. Определить расстояние от центра сферы до ребра двугранного угла. 

24º. В пирамиде ABCD ребро АD перпендикулярно плоскости АВС, угол АВС прямой. AD=d, АВ=a, ВС=b. Найти радиусы вписанной и описанной сфер пирамиды. 

25º. Два сечения шара имеют радиусы R и r (R > r) соответственно, плоскости сечений составляют двугранный угол величины 
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, сечения пересекаются по диаметру меньшего круга. Определить радиус шара. Рассмотреть три другие задачи, когда из четырёх величин -- трёх радиусов и величины угла заданы какие-то три и надо определить четвертую.  
26º. Два сечения шара имеют радиусы R и r (R > r) соответственно, плоскости сечений составляют двугранный угол величины 
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, плоскости сечений пересекаются по прямой, касательной к шару. Определить радиус шара. Рассмотреть три другие задачи, когда из четырёх величин -- трёх радиусов и величины угла заданы какие-то три и надо определить четвертую. 
27º. В произвольной треугольной пирамиде ABCD точки М и К –середины АВ и DС соответственно, точки Е и F взяты на АС так, что АЕ=ЕF=1/3АС. Доказать,  что плоскости DЕМ и FBN параллельны. 

28. Найти расстояние между плоскостями DЕМ и FBN, определёнными в задаче №27, если пирамида ABCD – правильный тетраэдр с ребром a. 

Задачи на доказательство 
1. Три взаимно перпендикулярных луча выходят из одной точки. На лучах взяты три произвольные точки А, В, С. 

а. Доказать, что получающийся треугольник АВС – остроугольный [1]. 

б. Доказать, что таким образом можно получить  произвольный остроугольный треугольник. 






2. В пространстве даны три попарно параллельные прямые. Доказать, что на прямых можно так выбрать по точке, что полученный треугольник будет правильным. 

Аналогичная задача для прямых на плоскости. 


3. Внутри трехгранного угла имеется точка М [1].

а. Доказать, что через М можно так провести плоскость, что М окажется центроидом (точкой пересечения медиан) треугольника, образованного пересечением плоскости с гранями угла. 

б. Доказать, что получившаяся при этом отсечении от угла треугольная пирамида имеет наименьший объем. 

Аналогичные задачи для угла и точки на плоскости 



4. Доказать, что 3r ≤ R, где r – радиус сферы, вписанной в треугольную пирамиду, R – радиус описанной сферы. 

Аналогичная задача для плоскости: 2r ≤ R, где r – радиус окружности, вписанной в треугольник, R – радиус описанной окружности. 
5. Доказать, что если две высоты треугольной пирамиды пересекаются, то пересекаются и другие две [2]. 

6. Доказать, что плоскость, проходящая через середины двух скрещивающихся ребер треугольной пирамиды, делит пирамиду на две равновеликие части [2].

7. Доказать, что площадь любого сечения треугольной пирамиды плоскостью не превосходит площади одной из его граней [3].

8. Рассматриваются всевозможные треугольные пирамиды с данным основанием – правильным треугольником, и одинаковой высотой. Доказать, что наименьшую поверхность имеет правильная пирамида. Аналогичная задача для четырехугольных пирамид [3].

Равногранный тетраэдр – тетраэдр, у которого все четыре грани – равные друг другу треугольники. 

9 Если в тетраэдре периметры всех граней равны, то тетраэдр – равногранный. 

10. Если в тетраэдре сумма плоских углов при трёх вершинах рвана 180°, то тетраэдр – равногранный. 

11. Если тетраэдр равногранный, то центры вписанной и описанной сфер совпадают. 

12. Если в тетраэдре все грани равновелики, то тетраэдр – равногранный. 

13. Если в тетраэдре сумма плоских углов при двух вершинах равна 180° и два противоположных ребра равны, то тетраэдр – равногранный. 

(Ещё пять задач на ту же тему -- в [2]) 

Каркасный тетраэдр – тетраэдр, для которого существует сфера, касающаяся всех шести рёбер. 

В каркасном тетраэдре: 

1. Суммы длин скрещивающихся рёбер равны. 

2. Суммы двугранных углов при противоположных рёбрах равны. 

3. Окружности, вписанные в грани, попарно касаются.  

4. Перпендикуляры к граням из центров вписанных окружностей пересекаются в одной точке. 

[Квант, 1995 г.]
Задачи на вычисление

9. Дана правильная треугольная пирамида SABC, S – вершина, со стороной основания – a и боковым ребром – b, (b>a). Сфера лежит на плоскости основания ABC, касается этой плоскости в точке A и касается бокового ребра SB. Найти радиус сферы [5]. 

Аналогичная задача для четырехугольной пирамиды. 

10. Найти геометрическое место середин общих касательных к двум заданным сферам. 

11. Высота пирамиды равна 5, а основанием служит треугольник со сторонами 7, 8, 9. Сфера касается плоскостей боковых граней пирамиды в точках, лежащих на сторонах основания. Найти радиус сферы [1]. 

12. Дана правильная треугольная пирамида SABCD, (S – вершина) со стороной основания а и боковым ребром а √2. Сфера проходит через точку А и касается боковых ребер SB и SC в их серединах. Найти радиус сферы. [1] 
13. Дан куб ABCDA1B1C1D1 с ребром 1. Найти радиус сферы, проходящей через вершину А, середину ребер DC и BB1 и центр грани A1B1C1 D1. 

14. Дан куб ABCDA1B1C1D1 с ребром 1. Сфера касается ребер AD, DD1, CD и прямой BC1. Найти радиус сферы [1].
15. Два шара радиуса r и цилиндр радиуса R>r лежат на плоскости. Шары касаются друг друга и боковой поверхности цилиндра. Цилиндр касается плоскости по своей образующей. Найти радиус шара, меньшего, чем данные, касающегося обоих данных шаров, цилиндра и плоскости [5]. 

16. Угол между плоскостью основания и образующей конуса равен 
arccos 5/13. Вне конуса, касаясь плоскости основания точках B1, B2, B3 лежат три шара, каждый из которых касается двух других шаров и некоторой образующей конуса. Радиус меньшего шара равен 1. Кроме того, известно, что радиусы двух шаров равны между собой. Треугольник B1B2B3  - прямоугольный. Найти радиус основания конуса  [5].
17. Четырехугольная пирамида SABCD вписана в сферу, центр которой лежит в плоскости основания ABCD. Диагонали AC и BD основания пересекаются в точке H , причем SH - высота пирамиды. Найти ребра DS и AD, если BS=4, DH=9/5, AB=6, CD=CS [5]. 

18. Сфера, касающаяся нижнего основания цилиндра, имеет единственную общую точку с окружностью его верхнего основания и делит ось цилиндра в отношении 1/6/2, считая от центра одного из оснований. Найти объем цилиндра, если известно, что сфера касается двух его образующих, находящихся на расстоянии 8 друг от друга [5]. 
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