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[bookmark: _Toc474768807]Введение
Граф есть множество вершин и связей между ними. Графы используют во всех отраслях нашей жизни. Знание основ теории графов необходимо в различных сферах, связанных с управлением производством, бизнесом, построением путей транспортировки и доставки, решением задач дискретной математики. Графы используют в связи с развитием теории вероятностей, математической логики и информационных технологий. Алгоритмы на графах позволяют быстро и эффективно решать задачи и помогают решать задачи во многих областях. Например, чтобы найти минимальный путь от одного города до другого, понадобится перебрать множество вариантов, но имея алгоритм поиска пути, компьютер может за доли секунды найти верное решение. В теории графов имеется множество нерешенных математических проблем.
Цель исследования - изучение теории графов для написания редактора графов с реализацией основных алгоритмов и алгоритмов для решения прикладных задач.
Задачи исследования: 
1. Разработать программу с возможностью создания, редактирования и хранения графов;
2. Реализовать основные алгоритмы на графах для решения различных задач;
3. Произвести решение прикладных задач с помощью написанной программы.
[bookmark: _Toc474768808]Глава 1. Вспомогательные алгоритмы
[bookmark: _Toc474768809]1.1. Алгоритмы поиска кратчайшего пути
Задача о кратчайшем пути является одной из важнейших классических задач теории графов. Её значимость определяется различными практическими применениями. Так, например, в GPS-навигаторах осуществляется поиск кратчайшего пути между двумя перекрестками. В качестве вершин выступают перекрестки, а дороги являются ребрами, которые лежат между ними. Если сумма длин дорог между перекрестками минимальна, тогда найденный путь самый короткий.
Существуют различные постановки задачи о кратчайшем пути:
1. задача о кратчайшем пути между заданной парой вершин. Требуется найти кратчайший путь из заданной вершины u в заданную вершину v.
2. задача о кратчайшем пути между всеми парами вершин. Требуется найти кратчайший путь из каждой вершины u в каждую вершину v. Эту задачу тоже можно решить с помощью алгоритма, предназначенного для решения задачи об одной исходной вершине, однако обычно она решается быстрее.
В различных постановках задачи, роль длины ребра могут играть не только сами длины, но и время, стоимость, расходы, объем затрачиваемых ресурсов (материальных, финансовых, топливно-энергетических и т. п.) или другие характеристики, связанные с прохождением каждого ребра. Таким образом, задача находит практическое применение в большом количестве областей (информатика, экономика, география и др.).
[bookmark: _Toc474768810] 1.1.1. Алгоритм Дейкстры
Дан взвешенный ориентированный граф G (V, E) без петель и дуг отрицательного веса. Алгоритм находит кратчайшие пути от некоторой вершины A графа G до всех остальных вершин этого графа. Каждой вершине из V сопоставим метку – минимальное известное расстояние от этой вершины до A. Алгоритм работает пошагово – на каждом шаге он “посещает” одну вершину и пытается уменьшить метки. Работа алгоритма завершается, когда все вершины посещены.
Результат работы алгоритма представлен в приложении (рисунок 1).
[bookmark: _Toc474768811]1.1.2. Алгоритм A*
A* пошагово просматривает все пути, ведущие от начальной вершины в конечную, пока не найдет минимальный. Как и все информированные алгоритмы поиска, он просматривает сначала те маршруты, которые ”кажутся” ведущими к цели. При выборе вершины он учитывает, помимо прочего, весь пройденный до неё путь. Составляющая g(x) – это стоимость пути от начальной вершины.
В начале работы просматриваются узлы, смежные с начальным; выбирается тот из них, который имеет минимальное значение f(x), после чего этот узел раскрывается. На каждом этапе алгоритм оперирует с множеством путей из начальной точки до всех еще не раскрытых (листовых) вершин графа – множеством частных решений, – которое размещается в очереди с приоритетом. Приоритет пути определяется по значению f(x) = g(x)+h(x). H(x) – эвристическое приближение стоимости пути от x до конечной цели. Алгоритм продолжает свою работу до тех пор, пока значение f(x) целевой вершины не окажется меньшим, чем любое значение в очереди, либо пока всё дерево не будет просмотрено. Из множества решений выбирается решение с наименьшей стоимость.
Чем меньше эвристика h(x), тем больше приоритет. Множество просмотренных вершин хранится в множестве ”closed”, а требующие рассмотрения пути – в очереди с приоритетом ”open”. Приоритет пути вычисляется с помощью функции f(x).
[bookmark: _Toc474768812]1.1.3. Алгоритм Флойда-Уоршелла
Алгоритм Флойда-Уоршелла – это динамический алгоритм вычисления значений кратчайших путей для каждой из вершин графа. Метод работает на взвешенных графах, с положительными и отрицательными весами ребер, но без отрицательных циклов, тем самым являясь более общим в сравнении с алгоритмом Дейкстры. 
Для работы алгоритма Флойда–Уоршелла нужна весовая матрица D[][] графа G=(V, E). По мере выполнения, данная матрица будет перезаписываться: в каждую из ее ячеек внесется значение, определяющее оптимальную длину пути из вершины i в вершину j (отказ от выделения специального массива для этой цели сохранит память и время). 
Кратчайший путь из вершины i в вершину j может проходить, как только через них самих, так и через множество других вершин k∈(1, …, |V|). Оптимальным из i в j будет путь или не проходящий через k, или проходящий. Заключить о наличии второго случая, значит установить, что такой путь идет из i до k, а затем из k до j, поэтому должно заменить, значение кратчайшего пути D[i][j] суммой D[i][k]+D[k][j].
[bookmark: _Toc474768813]1.1.4. Алгоритм Беллмана-Форда
Алгоритм поиска кратчайшего пути во взвешенном графе. Алгоритм находит кратчайшие пути от одной вершины графа до всех остальных. В отличие от алгоритма Дейкстры, алгоритм Беллмана-Форда допускает рёбра с отрицательным весом. 
Решить задачу, т.е. найти все кратчайшие пути из вершины s до всех остальных, используя алгоритм Беллмана-Форда, - это значит воспользоваться методом динамического программирования: разбить ее на типовые подзадачи, найти решение последним, покончив тем самым с основной задачей. Здесь решением каждой из таких подзадач является определение наилучшего пути от одного отдельно взятого ребра, до какого-либо другого.
Для хранения результатов работы алгоритма заведем одномерный массив d[]. В каждом его i-ом элементе будет храниться значение кратчайшего пути из вершины s до вершины i (если таковое имеется). Изначально, присвоим элементам массива d[] значения равные условной бесконечности (например, число заведомо большее суммы всех весов), а в элемент d[s] запишем нуль. Так мы задействовали известную и необходимую информацию, а именно известно, что наилучший путь из вершины s в нее же саму равен 0, и необходимо предположить недоступность других вершин из s. По мере выполнения алгоритма, для некоторых из них, это условие окажется ложным, и вычисляться оптимальные стоимости путей до этих вершин из s.
На каждом n-ом шаге осуществляются попытки улучшить значения элементов массива d[]: если сумма, составленная из веса ребра w между вершинами v, u и веса хранящегося в элементе d[v], меньше веса d[u], то она присваивается последнему.
[bookmark: _Toc474768814]1.2. Определение других характеристик графа
Далее приводится описание алгоритмов для определения вспомогательных характеристик графа.
[bookmark: _Toc474768815]1.2.1. Нахождение диаметра в графе
Диаметр графа – есть наибольший кратчайший путь между любыми парами вершин. Алгоритм находит кратчайшие пути для всех пар вершин графа, используя алгоритм Дейкстры. Максимальный из этих путей есть диаметр графа.
Результат работы алгоритма представлен в приложении (рисунок 2).
[bookmark: _Toc474768816]1.2.2. Поиск циклов в графе
Для нахождения циклов в графе будем использовать поиск в глубину. Поиск в глубину – это один из методов обхода графа. Работает он по такому принципу: идем ”вглубь” графа, пока это возможно. Алгоритм описывается рекурсивно. Если из рассматриваемой вершины выходят ребра, ведущие к еще не посещенным вершинам, то запускаем алгоритм на этих вершинах, иначе из этой вершины невозможно идти дальше ”вглубь”.
Цикл в орграфе – это простой путь длины не менее 1, который начинается и заканчивается в одной и той же вершине. Используя поиск в глубину, алгоритм находит все циклы в графе.
Результат работы алгоритма представлен в приложении (рисунок 3).
[bookmark: _Toc474768817]1.2.3. Минимальное остовное дерево
	Для нахождения минимального остовного дерева используется алгоритм Прима. На вход алгоритма подаётся связный неориентированный граф. Для каждого ребра задаётся его стоимость.
Сначала берётся произвольная вершина и находится ребро, выходящее из неё и обладающее наименьшей стоимостью. Найденное ребро и соединяемые им две вершины образуют дерево. Затем, рассматриваются рёбра графа, один конец которых – уже принадлежащая дереву вершина, а другой – нет; из этих рёбер выбирается ребро наименьшей стоимости. Выбираемое на каждом шаге ребро присоединяется к дереву. Таким образом, при выполнении каждого шага алгоритма, высота формируемого дерева увеличивается на единицу. Рост дерева происходит до тех пор, пока не будут исчерпаны все вершины исходного графа. Результатом работы алгоритма является остовное дерево минимальной стоимости.
Результат работы алгоритма представлен в приложении (рисунок 4).
[bookmark: _Toc474768818]1.2.4. Количество компонент связности
В алгоритме используется поиск в глубину. Берётся произвольная вершина, и все рёбра, выходящие из неё, красятся в цвет 1. То же самое выполняется до тех пор, пока существует вершина с хотя бы одним окрашенным и одним неокрашенным рёбрами. Затем проверяется наличие неокрашенных рёбер. Очевидно, такие рёбра не входят в первую компоненту связности. Для них выполняется этот же алгоритм с другим цветом. Количество различных цветов определяет количество компонент связности.
[bookmark: _Toc474768819]Глава 2. Решение прикладных задач
[bookmark: _Toc474768820]2.1. Решение задачи коммивояжёра
Одна из самых известных задач комбинаторной оптимизации, заключается в поиске самого выгодного маршрута, проходящего через указанные города хотя бы по одному разу с последующим возвратом в исходный город.
Так как коммивояжёр в каждом из городов встает перед выбором следующего города из тех, что он еще не посетил, существует  маршрутов. Очевидно, что для больших n полный перебор вариантов не оптимален. Однако для небольших n полный перебор успешно решает задачу.
Используя алгоритм лексикографической сортировки, данный метод рассматривает все расстановки последовательности вершин, выбирая ту, длинна которой минимальна.
Так, перебирая все варианты, алгоритм гарантированно дает лучшее решение.
Результат работы алгоритма представлен в приложении (рисунок 5). 
Симметричная задача для четырёх городов:
Для возможности применения математического аппарата для решения проблемы, её следует представить в виде математической модели. Проблему коммивояжёра можно представить в виде модели на графе, то есть используя вершины и ребра между ними (вершины графа соответствуют городам, а рёбра  между вершинами  и  — пути сообщения между этими городами). Каждому ребру  можно сопоставить критерий выгодности маршрута , который можно понимать как, например, расстояние между городами, время или стоимость поездки. 
В целях упрощения задачи и гарантии существования маршрута обычно считается, что модельный граф задачи является полностью связным, то есть что между произвольной парой вершин существует ребро. В тех случаях, когда между отдельными городами не существует сообщения, этого можно достичь путем ввода рёбер с максимальной длиной. Из-за большой длины такое ребро никогда не попадет к оптимальному маршруту.
Таким образом, решение задачи коммивояжёра – это нахождение гамильтонова цикла минимального веса в полном взвешенном графе (гамильтоновым циклом называется маршрут, включающий ровно по одному разу каждую вершину графа).
В зависимости от того, какой критерий выгодности маршрута сопоставляется величине ребер, различают различные варианты задачи, важнейшими из которых являются симметричная и метрическая задачи.
[bookmark: _Toc474768821]2.1.1. Постановка задачи
Пусть есть n вершин и известны расстояния между ними. Требуется найти такой минимальный замкнутый путь, чтобы его суммарная длина была минимальна и каждая вершина была посещена один раз. Существует несколько частных случаев общей постановки задачи, в частности геометрическая задача коммивояжера (когда матрица расстояний отражает расстояния между точками на плоскости), симметричная и асимметричная задачи, так называемая обобщенная задача коммивояжера.
[bookmark: _Toc474768822]2.1.2. Сложность решения
Представим алгоритм решения задачи, рассматривающий все возможные варианты решений. Находясь в каждой вершине, будем просматривать все остальные еще не посещенные нами вершины. Для каждой из этих вершин повторим это действие. Тогда имея n вершин, придется рассмотреть  вариантов пути. В таком случае можно гарантировать корректность решения.
Но используя данный алгоритм, придется выполнять  действий, что делает этот алгоритм неэффективным для больших n. Действительно, для n = 15 придется сделать 1 307 674 368 000 действий, а для  на вычисления придется потратить не менее нескольких миллиардов лет.
В связи с этим, эвристические методы, дающие приближенное решение, могут использоваться для решения этой задачи с большим успехом.
[bookmark: _Toc474768823]2.2. Методы оптимизации
В большинстве случаев требуется не самое эффективное, а приближенное решение. И так как полный перебор всех вариантов решений занимает много времени, можно использовать приближённые методы, дающие приемлемое решение. 
[bookmark: _Toc474768824]2.2.1. Имитация отжига
Имитация отжига представляет собой итерационную процедуру поиска, которая допускает случайные переходы, что ведет к более дорогостоящим (и, соответственно, худшим) решениям. Это позволяет удержать поиск от зацикливания на оптимальном локальном решении.
Идея имитации отжига является аналогией физического процесса остывания расплавленных материалов и сопутствующего перехода в твёрдое состояние. В теории термодинамики энергетическое состояние системы определяется энергетическим состоянием каждой составляющей его частицы. Частица переходит из одного энергетического состояния в другое произвольным образом, при этом переходы между состояниями обуславливаются температурой системы.
Имитация отжига является эффективным средством, потому что она больше времени уделяет ”хорошим” элементам пространства решений, чем “плохим”, а также потому, что она не зацикливается на одном локальном оптимальном решении. Тем самым данный метод работает за постоянное время и может решать проблему коммивояжера для больших городов. Сам алгоритм выглядит так:
Есть функция, характеризующая систему, и множество координат, на котором эта функция задана. Прежде всего, нужно задать начальное состояние системы. Для этого берётся просто любое случайное состояние. Далее на каждом k-ом шаге мы:
1. Сравниваем текущее значение F с наилучшим найденным; если текущее значение лучше – меняем глобальное наилучшее.
2. Случайным образом генерируем новое состояние; распределение вероятности для него должно зависеть от текущего состояния и текущей температуры.
3. Вычисляем значение функции для сгенерированной точки.
4. Принимаем или не принимаем сгенерированное состояние в качестве текущего; вероятность этого решения должна зависеть от разности функций сгенерированного и текущего состояний и, конечно, от температуры (чем выше температура, тем больше вероятность принять состояние хуже текущего).
5. Если новое состояние не принято, генерируем другое и повторяем действия с третьего пункта, если принято — переходим к следующей итерации, понизив температуру (но чаще переход к следующему шагу производят в любом случае, чтобы избежать слишком длительного нахождения в одном состоянии).
Процесс останавливается по достижении определённой температуры. Вещество остыло в точке с минимальной энергией. Зачем же нужна такая сложная схема с вероятностями переходов из точки в точку? Почему нельзя просто передвигаться строго от большей энергии к меньшей? Всё дело в уже упоминавшихся локальных минимумах, в которых решение может просто застрять. Чтобы выбраться из них и найти минимум глобальный, необходимо время от времени повышать энергию системы. При этом общая тенденция к поиску наименьшей энергии сохраняется. В этом и состоит суть метода имитации отжига.
Стоит отметить, что данный метод находит более хорошие решения за небольшое количество итераций, что немаловажно при решении задачи для больших n.
[bookmark: _Toc474768825]2.2.2. Генетический алгоритм
Генетический алгоритм – это эвристический алгоритм поиска, решающий задачу путём случайного подбора, комбинирования и вариации искомых параметров с использованием механизмов, аналогичных естественному отбору в природе.
Алгоритм имитирует эволюционный процесс некоторого множества решений. В общем виде алгоритм выглядит так: 
1. Задать целевую функцию (цель работы).
2. Создать начальное множество (поколение) решений случайным образом.
3. Отсортировать множество по эффективности каждой особи относительно целевой функции.
4. Сформировать новое поколение из лидеров предыдущего.
5. Произвести случайное изменение одной или нескольких особей (это нужно для того, чтобы функция не останавливалась на локальных максимумах)
6. Для нового поколения повторить предыдущие шаги, пока не будет достигнуто необходимое решение.
Результат работы алгоритма представлен в приложении (рисунок 6).
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Предыдущие алгоритмы не предназначены для связных графов, они всего лишь ищут оптимальный маршрут, проложенный между всеми заданными точками. В реальной жизни такие ситуации встречаются, когда, например, необходимо проложить маршрут для самолётов или кораблей (здесь вершинами будут являться порты). Однако же, если между пунктами существуют дороги, требуются иные алгоритмы, учитывающие их наличие. Муравьиный алгоритм как раз и является одним из таких.
В основе алгоритма лежит поведение муравьиной колонии – маркировка более удачных путей большим количеством феромона. Оригинальная идея исходит из наблюдения за муравьями в процессе поиска кратчайшего пути от колонии до источника питания. Среди экспериментов по выбору между двумя путями неравной длины, ведущих от колонии к источнику питания, биологи заметили, что, как правило, муравьи используют кратчайший маршрут. Модель такого поведения заключается в следующем:
1. Муравей (так называемый «Блиц») проходит случайным образом от колонии
2. Если он находит источник пищи, то возвращается в гнездо, оставляя за собой след из феромона.
3. Эти феромоны привлекают других муравьёв находящихся вблизи, которые вероятнее всего пойдут по этому маршруту.
4. Вернувшись в гнездо, они укрепят феромонную тропу.
5. Если существует 2 маршрута, то по более короткому за то же время успеют пройти больше муравьёв, чем по длинному.
6. Короткий маршрут станет более привлекательным.
7. Длинные пути, в конечном итоге, исчезнут из-за испарения феромонов.
Работа алгоритма начинается с размещения муравьёв в вершинах графа (городах), затем начинается движение муравьёв: направление определяется вероятностным методом.
[bookmark: _Toc474768827]2.3. Задача китайского почтальона
Почтальон выходит из отделения почты (последняя выделенная вершина) с целью обойти все улицы города (рёбра в графе), чтобы раздать письма, и вернутся в отправную точку. Конечно же, он хочет сделать это, пройдя минимальный путь. Требуется составить маршрут для почтальона.
Для решения задачи необходимо достроить граф таким образом, чтобы он содержал Эйлеров цикл. При этом добавлять новых рёбер нельзя, можно лишь дублировать уже имеющиеся (т.е. почтальон будет проходить по одной улице дважды). Если граф является Эйлеровым (для этого степень каждой вершины должна быть чётной), то существует маршрут обхода всех рёбер с возвращением в исходную вершину.
При выполнении задачи определяется, какие рёбра надо пройти дважды с учётом того, что повторно пройденные рёбра в сумме будут иметь минимально возможную длину.
Алгоритм работает следующим образом:
1. Находятся вершины, имеющие нечётную степень.
2. Для первой такой вершины определяется кратчайший путь до других.
3. У пары вершин с минимальным расстоянием повышается степень, на оставшихся вершинах выполняется этот же алгоритм с первого шага до тех пор, пока граф не станет Эйлеровым.
4. Полученная длина рёбер, которые нужно будет пройти дважды, сравнивается с минимумом, затем алгоритм выполняется для следующих вершин с нечётной степенью в исходном графе.
В связи с тем, что все рёбра имеют разный вес, для решения задачи необходимо рассматривать все возможные варианты связей вершин. По этой причине алгоритм не эффективен на большом количестве вершин нечётной степени.
[bookmark: _Toc474768828]Заключение
В ходе работы были изучены основные алгоритмы на графах. Результатом исследования является программа с пользовательским интерфейсом и реализация классических алгоритмов на графах.
Изучение теории графов и вычислительных алгоритмов позволяет сделать вывод о том, что данное направление дискретной математики и информатики динамично развивается. Это вызвано увеличением вычислительной мощи компьютеров, а также активным развитием комбинаторики.
Изучение теории графов имеет также и большое обучающее значение, так как помогает понять методы решения прикладных задач с помощью компьютера.
Реализованы и настроены эвристические алгоритмы для решения задачи коммивояжера. Решена задача китайского почтальона.
[bookmark: _GoBack]В ближайшем будущем планируется провести сравнение эффективности различных алгоритмов решения задачи коммивояжера, а также решить задачу поиска стохастически расположенного объекта на прямой и на плоскости в дискретном (заданы вероятности расположения объекта в различных точках) и непрерывном (задана функция плотности распределения объекта) случаях.
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Рисунок 1. Нахождение кратчайшего пути
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Рисунок 2. Диаметр графа
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Рисунок 3. Циклы в графе
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Рисунок 4. Минимальное остовное дерево
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Рисунок 5. Переборный вариант (задача Коммивояжёра)
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Рисунок 6. Генетический алгоритм
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