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Применение нестандартных методов и приемов для решения задач повышенной сложности способствует развитию у школьников математического мышления, что является необходимым условием для последующего успешного изучения высшей математики в вузах с углубленным изучением математики.


Цель работы 

· Ознакомиться с нестандартными методами решения уравнений на основе использования монотонности функции.
· Овладеть новыми, необычными методами.

Задачи исследования:

1. Использовать метод решения нестандартных задач, основанный на монотонности функции для нахождения корня уравнения;

2. Применять теорему о корне монотонности функции, о производной убывающей и возрастающей функции для решения задач данным методом.

3. Решать нестандартные задачи методом функциональных уравнений;

4. Использовать алгоритм решения задач данным методом; 
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К числу наиболее трудно решаемых задач на вступительных конкурсных экзаменах по математике относятся задачи, решение которых сводится к решению функциональных уравнений вида 


Или


Где ) – некоторые функции и 
Методы решения уравнений основаны на четырёх следующих утверждениях.
Утверждение 1. 
Если  – строго монотонная функция на отрезке , то уравнение равносильно уравнению  для 
Утверждение 2.
Если  – строго монотонная функция, то уравнение равносильно уравнению g(x)=h(x) на области допустимых значений уравнения.
Утверждение 3.
Если функция  – строго монотонная и при этом является четной, то уравнение равносильно совокупности двух уравнений  на области допустимых значений уравнения.
Утверждение 4. 
Если функция  нечетная, то решение уравнения  сводится к решению уравнения 
Анализ функции  на строгую монотонность можно осуществлять с помощью производной, т.е. если f’(x)>0 (f’(x)<0) на отрезке  то функция  является строго возрастающей(убывающей) для 
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,    (*) 
Где квадратный корень берется n раз 
Решение: из условия задачи следует, что . Пусть , тогда уравнение (*) принимает вид
     (**)
Поскольку при , то уравнение (**) равносильно уравнению  т.е. положительным решением которого является 
 
Ответ: 
По аналогии:
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   (*)
Решение. Перепишем уравнение (*) следующим образом:
     (**)
Пусть  Тогда уравнение(**) представляет собой функциональное уравнение . Поскольку то функция  строго возрастает при  и поэтому уравнение  равносильно уравнению , т.е. Отсюда получаем Если  , то функция  строго убывает. Однако уравнение  не имеет корней, которые меньше . Кроме того, подстановкой в уравнение (*) убеждаемся, что  не является корнем уравнения (*).
Ответ: 

По аналогии:
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    (*)
Решение. Уравнение (*) можно переписать как 
   (**)
Пусть , тогда уравнение (**) принимает вид функционального уравнения :
,   (***)
где 
Отметим, что функция  является четной поскольку . Для решения уравнения (***) рассмотрим два случая:
1) Пусть, тогда функция  монотонно возрастает и, так как она является четной, то из (***) получаем уравнение  Отсюда получаем два неотрицательных корня .
2) Если , то функция  монотонно убывает, тогда по аналогии с предыдущим случаем получаем знакомое нам уравнение , откуда следует решение уравнения (*) в отрицательных числах, т.е. .
Ответ: ,  , , .
По аналогии:
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   (*)
Решение. Пусть , тогда уравнение (*) можно записать в виде функционального уравнения . Поскольку функция является  нечетной, то .  В таком случае уравнение  будет равносильно уравнению . 
Известно, что  на промежутке . Так как  и , то функция   строг возрастает на области значений функций  и поэтому уравнение  равносильно уравнению
, т.е. . Отсюда получаем кубическое уравнение, 
, которое имеет единственный действительный корень  
Ответ: 
По аналогии:
     
~ 1 ~

~ 2 ~
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При решении уравнений типа в ряде случаев весьма эффективным является метод, который использует монотонность функции Если  функция  монотонно возрастает(убывает), а функция  монотонно убывает(возрастает), то функция  или имеет один корень, или вообще не имеет корней.
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      (*)
Решение. Для раскрытия модулей в правой части уравнения (*) необходимо рассмотреть три случая.
Если, то  и уравнение (*) принимает вид  . Пусть и  . Первая из этих функций при  монотонно возрастает, а вторая функция монотонно убывает. Однако , поэтому уравнение  корней не имеет.
Если , то из (*) получаем уравнение  , из которого следует  и
Если , тогда . П аналогии с первым случаем можно установить, что уравнение корней не имеет.
Ответ:  
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  (*)
Решение. Областью допустимы значений неравенства (*) является x>=-3. 
Пусть  Нетрудно показать, что функция  непрерывна и строго возрастает, а функция  строго убывает на области допустимых значений. В этой связи уравнение  может иметь только единственный корень, который легко найти подбором, т.е.  Так как функция
 строго возрастающая, то для x>1 имеет место неравенство  В свою очередь, функция  строго убывает и поэтому  для  Так как то для всех 
Ответ: 



Заключение
В данной работе были рассмотрены функциональные уравнения и некоторые способы их решения. В ходе работы мы убедились, что функциональные уравнения – это общий класс уравнений, в которых искомой является некоторая функции.
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