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Введение

[bookmark: _GoBack]Готовясь к олимпиаде и изучая книги по математике, я нашёл тесты для выпускников средних общеобразовательных школ, где была указана одна задача на неравенства, содержащая иррациональности:

Решите неравенство во множестве действительных чисел:


Решение этого неравенства стандартными методами, основанными на классических приёмах неоднократного возведения во вторую степень, заводит в тупик: повышается степень многочлена, входящего в левую часть неравенства, и усложняется его структура. В связи с этим пришлось искать нестандартные пути решения данного неравенства, в связи с чем из дополнительной литературы был вынужден искать темы, в которых разработаны нестандартные приёмы решения неравенств. К счастью, мне удалось найти одну тему, которая позволила наиболее рационально и эффективно разрешить возникшую проблему, путём сведения решения данного неравенства к геометрической задаче.
Таким образом, поиск путей решения данного неравенства привёл меня к проведению полноценного исследования и структуры, и содержания иррациональных неравенств, содержащие одну и более переменных. Из вышесказанного следуют тема исследования, его предмет, также цели и задачи.
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Решение неравенства (классический метод)

Для начала попытаемся решить данное неравенство классическим способом, путём возведения обеих частей неравенства в чётную (вторую) степень








Таким образом мы получили многочлен 4 степени, усложнённый соответствующими иррациональностями, без какого-либо шанса для дальнейшего решения этого неравенства.
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Теоремы и их доказательства

В ходе изучения дополнительной литературы я выяснил, что эта алгебраическая задача сводима к геометрической, поэтому в начале приведём формулировки и доказательства некоторых теорем из геометрии, которые в дальнейшем пригодятся в процессе исследования нашей задачи

1. Теорема косинусов (1):

В произвольном треугольнике АВС квадрат любой стороны равняется сумме квадратов двух других сторон без удвоенного произведения этих сторон на косинус угла между ними.

Доказательство:В


Рассмотрим 3 вектора: . Возведём это выражение в квадрат: А


 
Разложим каждое слагаемое по правилу скалярного произведения векторов:С


Теперь перепишем разность векторов разложенными компонентами:

Что и требовалось доказать. Аналогично доказывается и для других сторон.

2. Теорема (2):

Периметр ломаной линии всегда не меньше, чем длина отрезка, соединяющего начало и конец ломаной.

ДоказательствоС

В

Рассмотрим ломаную, состоящую из 4 звеньев. Назовём ABCD. Проведём отрезок AC. Рассмотрим теперь треугольник ABC.D

По аксиоме треугольника (сумма двух сторон треугольника не меньше третьей):А


Рассмотрим теперь треугольник ACD. По аксиоме . Из второго выразим АС и вставим и составим двойное неравенство:

Составим неравенство из левой и правой части неравенства:

Что и требовалось доказать. Аналогично доказывается и для ломаных с большим количеством звеньев.                                         5
Решение неравенства (нестандартный метод)

Решим эту задачу нестандартным способом:

Выходим на теорему косинусов, тогда первый корень описывает треугольник со сторонами 3 и х и , а другое подкоренное выражение соответствует теореме косинусов для другого треугольника: со сторонами 4 и х и .
Заметим, что в этом случае x > 0, т.е. речь здесь идёт о длине стороны треугольника.
Построим треугольники АВС со сторонами АВ = 3, ВС = х и  В = 45º – и треугольник DEF: со сторонами DE = 4, EF = x и  E = 45º.F
С
А




Переместим треугольник DEF к треугольнику АВС так, чтобы точки Е и F совпали с точками В и С соответственно, так как EF = BC = x (при этом учитываем, что размеры треугольника не изменяются)


C (F)
B (E)
D
A
D
E
В


Рассмотрим 2 случая:
1) ;
2) ; 

1. Распишем стороны АС и DC через теорему косинусов:



При перемещении геометрических фигур сохраняются не только длины сторон, но и градусные меры углов. Следовательно,  DEF =  DBC. Угол ABD равен сумме углов ABC и DBC: .
Рассмотрим треугольник ABD, т.к. ABD = 90º из доказанного выше. Запишем сторону AD через теорему Пифагора, являющаяся частным случаем теоремы косинусов:

Рассмотрим треугольник ACD. Из аксиомы треугольника, суть которой заключается в том, что сумма длин 2 произвольных сторон не меньше третьей. Запишем, что . Так как , получим, что 
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2. Возьмём расписанные стороны AC и DC из 1 случая:F
C
B
A

 
Так как точка C лежит на отрезке AD, то она делит отрезок AD на отрезки AC и CD. Получается:D
C (F)
B (E)
A
D
E

 

Это значит, что при всех x > 0 данное неравенство является истинным.
Теперь проверим все значения x ≤ 0. Распишем корни по отдельности:

Полученное неравенство истинно, следовательно, и все значения x ≤ 0 являются решением неравенства.
Значит решением данного неравенства являются все действительные значения x.

Ответ:  

Ввиду жёсткого регламента вашей конференции и ограничения на размеры основной части исследовательской работы решение остальных задач будет представлено в приложении.
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Заключение

Таким образом, как мне кажется, мне удалось реализовать все цели и задачи, определённые программой и в плане выполнения исследовательской работы:
1. Найти и изучить необходимую дополнительную литературу, связанную с такими иррациональными уравнениями и неравенствами, а точнее нестандартные способы и методы их решения;
2. Удалось решить нестандартные иррациональные неравенство с одной и более переменных;
3. Провести дальнейшие исследования иррациональных неравенств, имеющих данную структуру, доказывая соответствующие вспомогательные теоремы;
4. Удалось составить 4 задачи олимпиадного уровня, решить их, а также получить решение 1 задачи олимпиадного уровня из сборника задач по математике. 
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Приложение

Задача №1:
Доказать, что при всех положительных x, a, b и острым углом α выполняется неравенство:




Доказательство:
Подведём подкоренные выражение под теорему косинусов:




Построим треугольник ABC со сторонами     AB = a, BC = x и  ABC = α и треугольник DFE со сторонами DF = b, FE = x и  DFE = 90º – α. Переместим треугольник DEF к треугольнику ABC, как в 1 задании. D
F
C
A

Распишем стороны AC и DC через теорему косинусов: C (F)
B (E)
D
A
E
B

Теперь распишем стороны AD из треугольника ABD: AB = a, BD = b,  ABD =  ABC +  CBD = 90º – α + α = 90º.

1. :
По аксиоме треугольников AC + DC ≥ AD: 

Что и требовалось доказать
2. :
   Так как точка C лежит на отрезке AD, то она делит отрезок AD на отрезки AC и CD, т.е. AC + CD = AD:

Что удовлетворяет условию задачи.A

A

C (F)
F

C

B

B (E)
D
D
E
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Задача №2:
Докажите, что для всех положительных x, a и b выполняется неравенство:


Доказательство:

Подведём подкоренные выражения под теорему косинусов:


Построим треугольник ABC со сторонами     AB = a, BC = x и  ABC = 60º и треугольник DFE со сторонами DF = b, FE = x и  DFE = 60. Переместим треугольник DEF к треугольнику ABC, как в 1 задании.C
F
A

Распишем стороны AC и DC через теорему косинусов: B
E
D

B (E)
D
C (F)
A

Теперь распишем стороны AD из треугольника
ABD: AB = a, BD = b,  ABD =  ABC +  CBD = 60º + 60º = 120º.

1. 
По аксиоме треугольников AC + DC ≥ AD: 

Что и требовалось доказать
2. :
Так как точка C лежит на отрезке AD, то она делит отрезок AD на отрезки AC и CD, т.е. AC + CD = AD:

	Что что удовлетворяет условию задачи. D
C (F)
B (E)
A
A
F
D
E
C
B









                                  11
Задача №3:
Докажите, что для всех положительных x, y, a и b выполняется неравенство:

Доказательство:
Подведём подкоренные выражения под теорему косинусов:


Построим треугольник ABC со сторонами     AB = a, BC = x и  ABC = 30º, треугольник GFE со сторонами GE = y, FE = x и  GFE = 30º и треугольник DSH со сторонами SH = y, DS = b и   DSH = 30º. Переместим треугольник GFE к треугольнику ABC так, чтобы точки E и F треугольника GFE совпали с точками B и C треугольника ABC, а также треугольник DSH к треугольнику GFE так, чтобы точки S и H совпали с точками E и G соответственно .B (E, S)
D
G (H)
C (F)
A
H
D
S
G
F
E
A
C
B

Распишем стороны AC, CG и GD через теорему косинусов: 
Теперь распишем стороны AD из треугольника
ABD: AB = a, BD = b,  ABD =  ABC +  CBG +  GBD = 30º + 30º + 30º = 90º.

1. 
По второй теореме, доказанной в моей исследовательской работе,  
AC + CG + GD ≥ AD: 

Что и требовалось доказать
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2. :
Так как точки C и G лежат на отрезке AD, то они делят его на отрезки AC, CG и GD, т.е. AC + CD + GD = AD:

Что удовлетворяет условию задачи.
D
F (H)
C (F)
A
B (E, S)
D
H
S
G
F
E
A
C
B










Задача №4:
Докажите, что при всех положительных ,a и b, α = 90º и натуральных n > 1 выполняется неравенство:

Решение:
В этой задаче, в отличие от предыдущих, мы имеешь с n треугольников, где n > 1 и n .
Опыт решения предыдущих задач подсказывает нам, что для решения данной задачи достаточно рассмотреть лишь несколько треугольников. Например, три треугольника .


Простроим треугольник  со сторонами , треугольник  со сторонами  и треугольник  со сторонами . 








Все остальные треугольники   () будут лежать между ними.…


.  .  .

Переместим треугольник  к треугольнику  как в предыдущих заданиях и треугольник  к треугольнику  так, чтобы точка 



Теперь распишем стороны :
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Теперь распишем стороны  из треугольника
.

1. 
По второй теореме, доказанной в моей исследовательской работе, 


Что и требовалось доказать
2. :
Так как точки  лежат на отрезке , то они делят его на отрезки 

Что удовлетворяет условию задачи
























Задача №5:
Найти наименьшее значение функции

на промежутке (0; +∞)
РешениеA

Подведём подкоренные выражения под теорему косинусов:E
F
D


Так как здесь речь идёт лишь о положительных значениях x, то можно построить треугольник ABC со сторонами AB = 1, BC = x и    ABC = 60º и треугольник DFE со сторонами DF = 1, FE = x и  DFE = 30º. Переместим треугольник DEF к треугольнику ABC, как в предыдущих заданиях. D
C
B

Распишем стороны AC и DC через теорему косинусов:F (B)
C (E)
A
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Теперь распишем стороны AD из треугольника
ABD: AB = a, BD = b,  ABD =  ABC +  CBD = 60º + 30º = 90º.

По аксиоме треугольников AC + DC ≥ AD: 

Очевидно, что самое минимальное значение, которое может принять функция – это , что и требовалось найти.
                                                                       Ответ: 
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