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Введение
   Данная работа является результатом моей исследовательской деятельности, выполненной на районном физико-математическом кружке под руководством Касимова Рифхата Шамиловича.

       В нашем Балезинском районе в течении 18 лет функционирует этот кружок, реализующий задачи организации профильного математического образования, по привлечению учащейся молодежи к углубленному изучению физико-математических дисциплин, по реализации их творческого потенциала и способностей в процессе занятий.

      Необходимо отметить, что кроме занятий, проводимых в классно-урочной форме наши кружковцы участвуют в индивидуальных олимпиадах по математике, в командных турнирах,  как на уровне района, так и на уровне Удмуртской Республики. Кроме этого мы совместно с нашим руководителем выполняем также исследовательские работы по математике, с результатами которых выступаем на внутришкольных, на региональных, также на вузовских и российских, республиканских научно-практических конференциях старшеклассников и студентов. 

     В ходе выполнения исследовательской работы предо мной были поставлены следующие цели и задачи: 1)Определиться с тематикой,  планом и графиком выполнения работы; 2)Подобрать и изучить соответствующую литературу по теме исследования; 3)Получить новые знания теоретического характера, раньше неизвестные мне; 4)Построить чертежи различных видов треугольников и найти в них точку Лемуана; 5)Изучить свойства точки Лемуана.
    Я выбрал данную тему не случайно, так как она имеет интересную предысторию.

    В 2013-2014 учебном году наш бывший кружковец, выпускник 2014 года Волков Кирилл на 17 научно-практической конференции старшеклассников «Открытие» в городе Ярославле получил золотую медаль за исследование задачи: «Найти внутри произвольного  ∆АВС такую точку, чтобы сумма расстояний от этой точки до сторон треугольника была минимальной.»

     В прошлом учебном году, на 18 российской научно-практической конференции старшеклассников «Открытие» в городе Ярославле,  я исследовал задачу: «Найти внутри произвольного  ∆АВС такую точку, чтобы сумма расстояний от этой точки до вершин треугольника была минимальной. »
А мне стало интересно найти внутри треугольника такую точку L, которая бы обладала следующим свойством - чтобы не просто сумма расстояний, а сумма  квадратов расстояний от точки до сторон треугольника была минимальной. В процессе исследования и изучения соответствующей литературы, я выяснил, что эта задача носит название задачи Лемуана. 

Основная часть
Симедианы треугольника пересекаются в точке, изогонально сопряженной точке пересечения медиан. Точку пересечения симедиан треугольника называют точкой Лемуана.
Симедианой произвольного треугольника АВС называется луч, симметричный медиане треугольника, относительно биссектрисы внутреннего угла треугольника, проведенной из той же вершины, что и медиана.

Анализ подтверждает, что этих двух определений:1)Точки Лемуана; 2)Симедианы, произвольного треугольника АВС, позволяют находить путем построения точку Лемуана для любого вида треугольника. В своем исследовании (Приложение №1-7) к данной работе я продемонстрировал процесс нахождения точки Лемуана для семи различных треугольников, а здесь покажу более подробно для произвольного ∆АВС:

Построение

[image: image1.png]AC, BA, CB, _ sinACC, sinBAA, sinCBBy
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Пусть АМ – медиана ∆АВС, а прямая AS  симметрична прямой АМ относительно  биссектрисы угла А(т. S лежит на отрезке ВС). Тогда отрезок AS называют симедианой ∆АВС; иногда симедианой называют луч AS. С вершинами В и С построение будет аналогичным.

В точке пересечения симедиан будет находиться наша точка Лемуана.
 Все эти построения позволяют высказать гипотезу о том, что точка Лемуана существует как точка пересечения всех трех симедиан. Сформулируем теперь выдвинутую и проверенную с помощью построений гипотезу о пересечении симедиаен в одной точке.

Все симедианы произвольного ∆АВС пересекаются в одной точке L, которая носит название точки Лемуана. 
Докажем эту теорему:

Пусть медианы  m1,m2,m3 пересекают стороны ВС, СА, АВ ∆АВС в точках А1,В1 и С1 соответственно, а соответствующие им симедианы sm1;sm2;sm3 пересекают указанные стороны треугольника в точках А2;В2 и С2. Так как точки А2;В2;С2 лежат на сторонах ∆АВС, то можно использовать известную теорему, связывающую стороны и углы треугольника: [image: image2.png]AC, BA, CB, _ sinACC, sinBAA, sinCBBy
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Так как прямые АА2; ВВ2;СС2 симметричны прямым АА1;ВВ1СС1 относительно биссектрис внутренних углов, то  [image: image4.png]


 АСС2 = [image: image6.png]


 С1СВ; [image: image8.png]


 С2СВ = [image: image10.png]


 АСС1 и так далее, поэтому:
[image: image12.png]sin ACC,




·[image: image14.png]sin BAA,




·[image: image16.png]sinCBB, _ sinC,CB sinA;AC sinB;BA
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[image: image18.png]


·[image: image20.png]


·[image: image22.png]B, A



 = 1
Следовательно, [image: image24.png]


·[image: image26.png]BA, CB,
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 из теоремы Чевы следует, что симедианы АА2;ВВ2и СС2 пересекаются в одной точке L, которую назвали точкой Лемуана.

      Для дальнейшего исследования свойств точки Лемуана методом проб и ошибок на семи различных видов треугольников (приложение №1-7 к данной работе) я измерял суммы квадратов расстояний от центра вписанной окружности, описанной окружности, от точки пересечения медиан и от точки Лемуана до сторон треугольника, с целью сравнения суммы квадратов соответствующих расстояний и определения наименьшего из них. Построения и приведенные к ним расчеты подтверждают мысль о том, что сумма квадратов расстояний от внутренней точки треугольника до его сторон имеют наименьшее значение, если это внутренняя точка является точкой L, точкой Лемуана. Сформулируем эту гипотезу в виде теоремы:

Внутри ∆АВС существует такая точка L, для которой сумма квадратов расстояний от нее до сторон треугольника минимальна.  
[image: image268.png]@



Доказательство:
[image: image269.png]



S∆ALC = ½ · y · b; y · b = 2· S∆ALC
S∆ALB = ½ · z · c; z · c = 2· S∆ALB    
S∆BLC = ½ · x · a; x · a = 2· S∆BLC   
ax+by+cz = 2·( S∆ALC+ S∆ALB + S∆BLC) = 2· S∆ABC
ax+by+cz  = 2· S∆ABC  (2) уравнение плоскости с нормальным вектором [image: image27.png]=0



[image: image29.png]


 и свободным членом d = -2· S∆ABC (1). 
Выразим из системы равенств (1) y, z, x соответственно: [image: image31.png]25AALC
3




;[image: image33.png]


[image: image35.png]25AALB



;[image: image37.png]2SABLC



  (2)
Составив пропорции чисел x,y,z получим:  x:y:z = [image: image39.png]SABLC




[image: image42.png]SAALC




 :  [image: image45.png]SAALB




:  (3)
Нам нужно найти точку L(x0;y0;z0):   x2+y2+z2 → min и N [image: image47.png]


 ∆ABC
Так как расстояние от т. L до начала координат О(0;0;0) есть длина перпендикуляра от О до плоскости ∆АВС, то этот вектор [image: image49.png]=|



{x,y,z} будет коллинеарен [image: image50.png]=0



[image: image52.png]


. В коллинеарных векторах соответствующие координаты будут пропорциональными.

x:y:z = a:b:c (4)

Подставим вместо x,y,z (4) значения (2):

[image: image54.png]2SABLC



 : [image: image56.png]25AALC
3



 : [image: image58.png]2SAALB



 = a:b:c (5)
[image: image60.png]2SABLC



 = a; [image: image62.png]25AALC
3



 = b; [image: image64.png]2SAALB



 = c – преобразуем эти выражения и получим:
2S∆BLC = a2; 2S∆ALC = b2; 2S∆ABL = c2;

2S∆BLC : 2S∆ALC : 2S∆ABL = a2 : b2 : c2  => S∆BLC : S∆ALC : S∆ABL = a2 : b2 : c2  

А так как равенство S∆BLC : S∆ABL = a2 : c2 и S∆ALC : S∆ALC = b2 : c2,  то искомая точка – это точка пересечения прямых СС1 и АА1, делящих стороны АВ и ВС в отношениях  ВС1 : С1А = a2 : b2  и СА1 : А1В = b2 : c2  соответственно.
Таким образом такая точка существует, от нее расстояние до соответствующих сторон треугольника пропорциональны сторонам треугольника.   
Данная теорема подтверждает существование и единственность внутри ∆АВС точки L, сумма квадратов расстояний от которой до сторон треугольника минимальна, но не говорит о том , что эта точка является точкой Лемуана. Для этого докажем следующую теорему: 

Прямая, симметричная медиане треугольника относительно биссектрисы того же угла, называется симедианой. Пусть симедиана, выходящая из вершины В ∆АВС  пересекает АС в точке К. Докажите, что [image: image66.png]


 = [image: image68.png]AB?
AC2




[image: image270.png]


Доказательство: Опишем вокруг ∆АВС окружность. Проведем медиану ВМ, тогда АМ=МС. Пусть Е – точка пересечения прямой ВМ с окружностью. Как и в теореме, мы получаем, что следующие пары треугольников подобны: ∆АВЕ ~ ∆КВС, ∆АВК ~ ∆ВСЕ. Докажем это: ∆ АВЕ ~ ∆КВС: 1) [image: image70.png]


АЕВ и [image: image72.png]


ВСА – как вписанные углы, опирающиеся на одну дугу АВ; 2) [image: image74.png]


КВС = [image: image76.png]


LBC - [image: image78.png]


LBK; [image: image80.png]


ABE = [image: image82.png]


LBA - [image: image84.png]


LBE; [image: image86.png]


LBC = [image: image88.png]


LBA, BL – биссектриса и делит [image: image90.png]


АВС на две равные части. [image: image92.png]


LBK = [image: image94.png]


LBE, так как эти углы симметричны относительно биссектрисы BL. Тогда [image: image96.png]


КВС = [image: image98.png]


АВЕ. Следовательно ∆АВЕ ~ ∆КВС, по первому признаку подобия треугольников. ∆АВК ~ ∆СВЕ: ∆АВЕ ~ ∆КВС: [image: image100.png]


 = [image: image102.png]


; ∆АВК ~ ∆СВЕ: [image: image104.png]


 = [image: image106.png]


.  Значит, [image: image108.png]


 = [image: image110.png]


  и [image: image112.png]


 = [image: image114.png]BE



, откуда [image: image116.png]—



 = [image: image118.png]


 · [image: image120.png]


. Кроме того, ∆АВМ ~ ∆СМЕ, ∆АМЕ ~ ∆ВМС. Так же докажем это: ∆АВМ ~ ∆СМЕ, ∆АМЕ ~ ∆ВМС: 1) [image: image122.png]


АВЕ и [image: image124.png]


АСЕ, [image: image126.png]


САЕ и [image: image128.png]


СВЕ – вписанные углы, опирающиеся на одну дугу АЕ и СЕ соответственно. Значит [image: image130.png]


АВЕ = [image: image132.png]


АСЕ, [image: image134.png]


САЕ = [image: image136.png]


СВЕ; 2) [image: image138.png]


АМВ = [image: image140.png]


ЕМС, [image: image142.png]


АМЕ = [image: image144.png]


ВМС, так как они вертикальные. Следовательно ∆АВМ ~ ∆СМЕ, ∆АМЕ ~ ∆ВМС. Тогда [image: image146.png]2 |6



 = [image: image148.png]


 и  [image: image150.png]> |



 = [image: image152.png]


. Следовательно,       [image: image154.png]


[image: image156.png]


 = [image: image158.png]


 · [image: image160.png]


 = [image: image162.png]


 · [image: image164.png][t

cis



 = [image: image166.png]


                                                                    Ч.Т.Д.
Теорема №2: Точкой О внутри ∆АВС  сумма квадратов расстояний, от которой до сторон треугольника принимает наименьшее значение, является точка Лемуана.
[image: image271.png]


Решение:
[image: image272.png]


 AK: KC = с2 : a2  
ВМ : АМ = a2 : b2 точка L лежит на каждой из 
CN : BN = b2 : c2                трех симедиан.
Отсюда следует, что точка Лемуана, как точка пересечения симедиан существует единственно и обладает свойствами минимальности суммы квадратов расстояний от нее до сторон треугольника.
Решение задач
I Задачи, связанные с построением точки Лемуана
Изучив еще несколько литературных источников, я нашел 2 способ построения точки Лемуана: 

[image: image273.png]


Пусть АН – высота ∆АВС. Через середины сторон ВС и АН проведем прямую а. Таким же образом получим прямые b и c. В точке пересечения прямых a, b и c будет находиться наша точка Лемуана.
II Задача на доказательство геометрического неравенства
[image: image274.png]


Пусть L – центр вписанной окружности ∆АВС. Докажите, что  a·b+b·c+a·c  ≥ AL2 + BL2 + CL2
Так как известно, что a·b + b·c + a·c ≥ (AO + BO + CO)2, где O – центр вписанной окружности, (AO+BO+CO)2 > AO2+BO2+CO2; тогда 
a·b+b·c+a·c  ≥ AO2 + BO2 + CO2 ≥ AL2 + BL2 + CL2
Ч.Т.Д.
III)Равенство треугольников по трем симедианам

Теорема: Если три симедианы одного треугольника равны трем симедианам другого треугольника, то эти треугольники равны.
Есть формула, связывающая длины сторон треугольника с длинами симедиан:

ga2= [image: image168.png]2
b? c?(2b*+2c%—a?)
(b2 +c2)?



; gb2= [image: image170.png]a®c?(2a®+2c%-b?)

(a2+c2)?



; gc2= [image: image172.png]a?b?(2a®+2b*—c?)
(a2 +b2)2



 (1)
Введем вспомогательные переменные u, v, w, z, t, полагая z = a2+b2+c2; u = [image: image174.png]


;  v = [image: image176.png]


; w = [image: image178.png]


; t = z·u·v·w; Тогда равенства (1) можно переписать в следующем виде: [image: image180.png]gau(1-1)’
2—3u



 = z·u·v·w = t;  [image: image182.png]gpv(1-v)?
2— 30



 = t;  [image: image184.png]gew(1-w)*
2— 3w



 = t  (2)
Рассмотрим функцию y = φ(x) = [image: image186.png]x(1-x)?
2-3x



 на полуинтервале x [image: image188.png]


 [0;[image: image190.png]


[image: image192.png]


). Докажем, что на этом полуинтервале φ(x) является непрерывной и монотонно возрастающей функцией.
Поскольку производная функция y’ = φ’(x) = [image: image194.png]2(1-x)(1—3x+3x%)
(2-3x)2



 на полуинтервале x [image: image196.png]


 [0;[image: image198.png]


[image: image200.png]


) положительна, то на этом полуинтервале φ(x) является непрерывной монотонно возрастающей функцией. Кроме того, очевидно, что φ(0) = 0 и φ(x) →+∞ при x → [image: image202.png]


.
Рассмотрим функцию f, обратную к функции φ. На полуинтервале t [image: image204.png]


 [0;+∞) функция f также будет непрерывной и монотонно возрастающей, и f(t) →[image: image206.png]


[image: image208.png]


  при  t → +∞. Теперь определим функцию F(t), положив что F(t) = f([image: image210.png]


) + f([image: image212.png]


) + f([image: image214.png]


).

Функция F(t) на полуинтервале t [image: image216.png]


 [0;+∞) является непрерывной и монотонно возрастающей как сумма трех непрерывных и монотонно возрастающих функций.

Равенства (4) можно переписать в следующем виде: 

u = f([image: image218.png]


), v = f([image: image220.png]


), w = f([image: image222.png]


).
Поскольку f([image: image224.png]


) + f([image: image226.png]


) + f([image: image228.png]


) = u + v + w = [image: image230.png]


 + [image: image232.png]


 + [image: image234.png]


 = [image: image236.png]a’+b*+c?



 =1, то получаем уравнение: F(t) = 1.
Как мы уже отметили, в левой части уравнения стоит непрерывная монотонно возрастающая функция на интервале t[image: image238.png]


 [0;+∞). При этом F(0) = 0 и [image: image240.png]lim,4+m(f(;t'zl) i f (;tg) +fCD)



 = 3·[image: image242.png]


 = 2.

Применим теорему о промежуточном значении. Получаем, что решение уравнения F(t) = 1 существует и оно единственно. Пусть t = t0 – искомое решение, т.е. F(t0) = 1. Зная t = t0, находим u0 = f([image: image244.png]


), v0 = f([image: image246.png]


), w0 = f([image: image248.png]


) и вычисляем z0 = [image: image250.png]UgVo W,



. В итоге определяем a =[image: image252.png]


, b =[image: image254.png]


, c=[image: image256.png]


. Таким образом, по длинам симедиан стороны треугольника определяются однозначно. Отсюда мы можем сделать вывод, что если три симедианы одного треугольника соответственно равны трем симедианам другого треугольника, то эти треугольники имеют равные стороны. Следовательно, по III признаку равенства треугольников эти треугольники равны.
Теорема доказана

IV Неравенство Эрдеша

[image: image275.png]


Пусть М – произвольная точка внутри ∆АВС; x, y, z – расстояния от М соответственно до А, В и С; u, v и w – расстояния от М соответственно до сторон ВС, СА и АВ. Докажите неравенство Эрдеша: x + y + z ≥ 2·(u + v + w)
Из неравенства Шрейбера x + y + z ≥ 6r, где r – радиус вписанной окружности, следует, что нам достаточно доказать x + y + z ≥ 6r ≥2·(u +v + w);
3r ≥ u + v + w;
r ≥ [image: image258.png]utviw



. А это очевидно. Если u = v = w, то 

r = u = v = w. В остальных случаях r > [image: image260.png]utviw



. Следовательно  x + y + z ≥ 2·(u + v + w).
Неравенство доказано.
Заключение

Таким образом я решил все поставленные мной задачи, а именно:
Сумма квадратов расстояний от точки Лемуана до сторон треугольника имеет наименьшее значение. Решил задачи, связанные с точкой Лемуана, доказал неравенство Эрдеша, тем самым получил новые знания теоретического характера, раньше неизвестные мне. 
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Приложения
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