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Введение

Моя работа посвящена изучению понятия группы преобразований (или просто группы). Группы преобразований лежат в основании современной алгебры и определяют лицо многих разделов математики и теоретической физики. Ветвь математики, занимающаяся изучением групп, называется теорией групп.
Цель моего исследования: 
1. Изучить понятие групп перестановок.

2. Рассмотреть примеры применения групп перестановок к описанию некоторых игр («пятнадцать» и «кубик Рубика»)

     Для достижения поставленных мною целей решаются следующие задачи исследования: 

1. Изучить общие понятия группы (привести примеры).

2. Изучить группу перестановок.

3. Описать игру «пятнадцать» через понятия группы перестановок.

4. Привести аналогичные примеры игр, для описания которых можно использовать понятие группы перестановок.
Основные понятия 
Группой (G, *) называется непустое множество G с определенной на нем бинарной операцией * : G x G → G, удовлетворяющей трем аксиомам:
1. Ассоциативность : (a*b)*c=a*(b*c).

2. Есть нейтральный элемент : e*a=a*e=a.

3. Для каждого элемента a группы существует обратный элемент b:
a*b=b*a=e.

Если для любых элементов группы a и b выполняется условие: a*b=b*a, то группа называется коммутативной или Абелевой, в честь норвежского математика 19 века Нильса Абеля.  
Примеры групп: 

1. Целые числа с операцией сложения (Z,+).
2. Положительные рациональные числа с операцией сложения.

3. Симметрическая группа или группа перестановок S(X) на множестве X.

Остановимся на последнем примере подробнее. Симметрической группой называется множество всех перестановок множества X, т.е. взаимно однозначных преобразований из X в X. В случае, когда X={1,2,3, … ,n} группа S(X) обозначается Sn и тогда перестановкой является упорядоченный набор, который каждому числу i ставит в соответствие i-ый элемент xi из набора. Число n называется порядком перестановки. Операцией в группе S(X) является композиция преобразований. Приведем пример произведения преобразований. 

     Таблица 2

              1 2 3                 1 2 3

     f1=                        f2=  
              2 1 3                 1 3 2

Пусть у нас есть два произвольных преобразований множества (Таблица 2). Найдем произведение f1f2 и назовем результат f3. Цифра «один» в преобразовании f1 переходит в цифру «два». А цифра «два» в преобразовании f2 переходит  в цифру «три». Значит, в преобразовании f3 цифра «один» станет цифрой «три». Аналогично проводим исчисления над цифрами «два» и «три» и получаем:

                  1 2 3 

        f3=
                  3 1 2

Нейтральным элементом в группе перестановок является тождественная перестановка. Для каждой перестановки нетрудно найти обратную перестановку. 
Свойства группы перестановок
Рассмотрим некоторые cвойства группы перестановок: 
1. При n > 2  группа Sn некоммутативна.

2. Число элементов в группе Sn равно n! 
Знак перестановки определяется как + для четной перестановки и как – для нечетной. Честность перестановки вычисляется по количеству инверсий в перестановке. Инверсией в перестановки является всякая пара индексов i, j такая, что i < j и xi > xj. Понятие четности перестановок будет использовано в описании игры. Приведем пример. Пусть дано произвольное преобразование f1 (Таблица 2). Количество инверсий в этой перестановке равно единице, значит, это нечетная перестановка.

        Правило четности произведения. При умножении перестановок их четности складываются. В частности, произведение двух четных или двух нечетных перестановок является четной перестановкой, а произведение четной на нечетную (или нечетной на четную) есть нечетная перестановка.1

            Для дальнейшего исследования мне понадобились следующие теоремы:

                       Теорема 1. Всякая транспозиция является нечетной перестановкой2

                      Теорема 2. При n>1 число четных перестановок в группе Sn совпадает с числом нечетных перестановок и равно n!/2.

 Применение теории групп на примере игры «пятнадцать»

Игра происходит в коробка размером 4 на 4 клетки, заполненной фишками с номерами от 1 до 15. При этом шестнадцатое место в четырех местах и четырех колонках остается пустым. За один ход разрешается передвинуть на пустое место любую из соседних фишек, находящихся слева, справа, выше или ниже пустого места.
Задача. Спрашивается, можно ли от произвольной позиции перейти за несколько ходов к другой позиции. Рассмотрим позицию а и позицию б в таблице.
  Таблица 4 
	1
	2
	3
	4

	5
	6
	7
	8

	9
	10
	11
	12

	13
	15
	14
	


	1
	2
	3
	4

	5
	6
	7
	8

	9
	10
	11
	12

	13
	14
	15
	


а)     б)
Решение. В соответствии с теоремой 1 и правилом четности произведения можно заключить, что каждый ход меняет четность перестановки, характеризующий определенную позицию, на противоположную.       Перестановки, задающие позиции рисунков а и б, имеют разные четности. Отсюда следует, что от позиции а к позиции б можно прийти, сделав нечетное число ходов. С другой стороны, в позициях рисунков а и б пустая фишка занимает одно и то же место. Значит, при существовании какой-то последовательности ходов, ведущих от позиции, изображенной на рисунке а, к позиции, изображенной на рисунке б, пустая фишка столько бы раз поднялась вверх, сколько раз опустилась бы вниз, и столько раз двинулась влево, сколько и вправо. Но это значит, что число ходов может быть только четным. Мы пришли к противоречию. Значит, нет такой последовательности ходов, которая привела бы нас от позиции а к позиции б. 

Ответ: нет.

Также теория групп перестановок применима, например, к игре Кубик-Рубик. Для описания группы перестановок, которая «управляет» состояниями кубика-Рубика необходимо указать место, которое занимает каждый маленький кубик,  а также его ориентацию. Средние кубики ориентируются двумя способами, угловые – тремя. Не вдаваясь в подробности, отметим, что такое описание возможно, но является непростым. После описания данной группы перестановок возможно ставить задачи, связанные с кубик – Рубиком на языке групп перестановок.  
Заключение
Подводя итог исследованию, сделаем определенные выводы.  Язык математики, оперируя такими понятиями как множество, элементы множества, операция, свойства операций, может описывать конкретные примеры из реальной жизни, формируя модели. Конкретная польза от математики в том, что пользуясь изученными моделями, можно применять их для решения конкретных задач из жизни. В частности, на примере данного исследования, я поняла, как использовать теорию групп перестановок для решения задач, возникающих в играх.       
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