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Введение

Уравнения Пелля поражают своей лаконичностью, за которой скрывается невероятно сложная теория. Само название является ошибкой Леонарда Эйлера, который ошибочно приписал авторство английскому математику Джону Пеллю. А во Франции оно называется уравнением Ферма, в честь Пьера Ферма, который сформулировал эту задачу в общем виде.

Однако, они существовали и гораздо раньше. Первые упоминания о таком уравнении были найдены в работах математиков Древней Греции и Древней Индии. Сам Архимед занимался этой проблемой. Сохранился текст его задачи Эратосфену, которая сводилась к решению уравнения [image: image2.png]


. Позднее, в Индии, был найден первый общий метод решения, который получил название «циклического» или «индийского» метода. Позднее и независимо, в Англии, был найден более оптимальный метод, который получил название «английского»
Уравнения Пелля имеет колоссальное значение в теории чисел. Было доказано, что любое диофантово уравнение сводится к уравнениючетвёртой степени, которое в частных случаях сводится к уравнением Пелля. Такимспособом было найдено решение десятой проблемы Гильберта советским математиком Матиясевичем.

С помощью решений уравнения Пелля легче приближать можно очень просто получать точные приближение квадратичных иррациональностей (точнее, только с действительной частью). В кристаллографии используют представление чисел квадратичной формой, частным случаем которой является уравнение Пелля.

Сегодня существует множество алгоритмов решения этих уравнений. Большинство из них, невероятно сложны для доказательства, но они работают!

Основная часть

Цели

· Научиться решать уравнения Пелля

· Найти максимально оптимальный метод решения, сравнив существующие методы

· Реализовать его
Краткая теория
Диофантово уравнение[image: image4.png]


, где m не является точным квадратом, называется уравнением Пелля. Далее, будем считать решения [image: image6.png]


 одним решением [image: image8.png](x| v



. Назовём решение, отличное от [image: image10.png]


основным.
Введём операцию умножения точек:

[image: image11.png](xy, V) X g X + MYy Va, XgVa + X2V, )




Заметим, что произведение двух решений тоже даёт решение. Умножение на [image: image13.png]


 не даёт нового решения.

Доказательство существования основного решения слишком сложно, чтобы его тут приводить. Очень красивое доказательство есть в[1].

Докажем, что все решения уравнения Пелляполучаются умножением основного на себя. Рассмотрим последовательность[image: image15.png]


, где[image: image17.png](xy,Vy)



 — основное решение, а [image: image19.png](X, v:)=(xi_q, Vi ) X (x4, V)



. Рассмотримлюбое решение, которое лежит между [image: image21.png](x,.,V,)



и [image: image23.png](X sqs Visq)



, где nминимально.Умножив его на [image: image25.png](xy,V4)



 получим новое решение, которое лежит между[image: image27.png]


 и [image: image29.png](x,.,V,)



. Действитекльно, ведь умножение на [image: image31.png](xy,V4)



 является операцией обратной к умножению на [image: image33.png](xy,Vy)



. Полученное решение противоречит прелположению минимальности n. Ч.т.д.

Значит, чтобы найти все решения, достаточно найти основное.

Методы поиска основного решения

Перебор

Перебор по порядку всех значений [image: image35.png]


 и проверка того, что соответствующее [image: image37.png]xeN



. При самостоятельном переборе на небольших значениях [image: image39.png]


 является оптимальным. При [image: image41.png]m > 100



, очевидно, плох.

Циклический(индийский)
Возьмём два натуральных числа, таких, что значение выражения [image: image43.png]


 будет максимально приближено к единице. Далее получившееся уравнение умножается на уравнение [image: image45.png]


. Заметим, что [image: image47.png]


. Далее сокращаем обе части. И пытаемся подобрать следующую итерацию так, чтобы [image: image49.png]


было минимально по модулю. 

Когда-то мы получим [image: image51.png]


 и основное решение

Английский метод

Английский метод отличается от индийского тем, что мы выбираем максимальное[image: image53.png]


 такое, что [image: image55.png]


 и [image: image57.png]X+ ay



.

Недостатки и циклического и индийского методов в том, что итерации достаточно сложны и невозможно сказать, когда они закончатся. Это очень непроизводительные методы, по сравнению, со следующим.

Метод цепных дробей

Он основывается на теореме, которая доказывается в [2].

Пусть [image: image59.png]


 – длина периода последовательности цепной дроби для числа [image: image61.png]


. Числитель и знаменатель подходящей дроби числа [image: image63.png]


 являются решением уравнения Пелля тогда и только тогда, когда её номер имеет вид [image: image65.png]


(т.е. даёт остаток [image: image67.png]n — 1 npu JesleHHH Ha



n) и нечётен.

1. Тогда весь метод решения можно сформулировать так:

2. Раскладываем[image: image69.png]


 в периодическую цепную дробь (квадратичные иррациональности так разложить можно)

3. Находим длину периода

4. Применяя теорему, которая выше, находим минимальный номер подходящей дроби, который даст основное решение.

5. Вычисляем эту подходящую дробь
Как мне кажется, это самый быстрый метод решения, как на компьютере, так и на бумаге, с калькулятором. Он прост и мы можем предсказать количество шагов. 
Заключение

Мы выполнили поставленные цели, научились решать уравнения Пелля.

Алгоритм, как мы посчитали, оптимальный для поиска основного решения успешно реализован (см. Приложение). Его можно применять на практике, на большинстве существующих устройств.
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Приложение

Реализация метода цепных дробей

Ниже приводится скрипт на Python(2.7.* или 3.*.*), который реализует поиск основного решения уравнения Пелля:

#!/usr/bin/env python

import math

from fractions import Fraction

ROUNDS =14#КоличествоитерацийформулыГерона
MAX_PERIOD =256# Максимально возможное значение длины периода цепной дроби
defGeron(n,rounds):
"""

Итерационная формула Герона

"""

  i =1
cur= Fraction(int(math.sqrt(n)))
while i < rounds:
    i +=1
cur=(cur + n / cur)/2
return cur

defSolvePell(m):
if(m ==int(math.sqrt(m))):
print("m = "+math.sqrt(m)+"^2 -- No solutions! \n")
return false

coeff=[]
root=Geron(m, ROUNDS)
  a =root.numerator

  b =root.denominator

coeff.append(int(int(a)//int(b)))#do b < a
  a =a%b#b>a
coeff.append(int(int(b)//int(a)))
  b =b%a

cnt=1
if(a > b):
coeff.append(int(int(a)//int(b)))
    a =a%b

else:
coeff.append(int(int(b)//int(a)))
    b =b%a

while(cnt<= MAX_PERIOD):
cnt+=1
if(a > b):
coeff.append(int(int(a)//int(b)))
     a =a%b

else:
coeff.append(int(int(b)//int(a)))
     b =b%a

period=0
for i in range(1, MAX_PERIOD):
#перебор возможных вариантов периода
bad=False
for j in range(1, MAX_PERIOD):
#перебор элемнтов цепной дроби
      t =j%i

if(t ==0): t =i#иначе -- обращение к нулевомуэлеменнту
if(coeff[j]!=coeff[t]):
        bad =True;
break
if(bad ==False):
period= i

break
#вычисление числителя и знаменателя частичных сумм
p =[]
  q =[]
p.append(coeff[0])#p0 = a0
q.append(1)#q0 = 1
p.append(coeff[0]*coeff[1]+1)#p1 = a0 * a1 +1
q.append(coeff[1])#q1 = a1
if(period ==1):
#случай с n=1 разберём отдельно
    x = p[-1]
y = q[-1]
returnTrue
  i =2
while(i <=(period-1)):
#p_i+1 и q_i+1
#n = i-1
p.append(p[i-1]*coeff[i]+ p[i-2])
q.append(q[i-1]*coeff[i]+ q[i-2])
    i +=1
if((period-1)%2==1):
#нечётно -- всёхорошо
    x = p[-1]
    y = q[-1]
else:
#чётно: (x,y) => (x^2 + my^2,2xy)
    x = p[-1]*p[-1]+ m*q[-1]*q[-1]
    y =2*p[-1]*q[-1]
assert(x*x - m*y*y ==1);
return(x,y)
m =int(input("Print m: "))
print(SolvePell(m))
input("Press enter...")
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