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I. Введение.
Понятие линии определилось в сознании человека в доисторические времена. Траектория брошенного камня, струя воды, лучи света, очертания цветов и листья растений, извилистая линия берега реки и моря и другие явления природы привлекали внимание наших предков и, наблюдаемые многократно, послужили основой для постепенного установления понятия линии.
В жизни мы часто встречаемся с движением окружности по прямой или окружности относительно другой окружности. К примеру, движение колес поезда, машин, деталей различных механизмов. Меня заинтересовало траектория движения точки окружности, которая скользит по другой окружности, и как эта траектория зависит от радиусов этих окружностей. Я  попробовала исследовать, как меняются формы траектории точки в зависимости от коэффициента отношения радиусов окружностей, виды движения, с помощью программы Advanced Grapher, и, используя параметрические уравнения замечательных кривых.
II. Основная часть 
1. Кривые и их уравнения
Кривая есть геометрическое место, или множество, точек, удовлетворяющих некоторому математическому условию или уравнению. Например, окружность – это геометрическое место точек плоскости, равноудаленных от данной точки. Кривые, определяемые алгебраическими уравнениями, называются алгебраическими кривыми.  Например, уравнение прямой y = kx + b, где k – угловой коэффициент, а b – отрезок, отсекаемый на оси y, – алгебраическое. Кривые, уравнения которых содержат трансцендентные функции, например, логарифмы или тригонометрические функции, называются трансцендентными кривыми. Например, y = loga x и y = tg x – уравнения трансцендентных кривых.
Форму алгебраической кривой можно определить по степени ее уравнения, которая совпадает с наивысшей степенью членов уравнения. Если уравнение первой степени, например Ax + By + C = 0, то кривая имеет форму прямой. Если уравнение второй степени, например, Ax2 + By + C = 0 или Ax2 + By2 + C = 0, то кривая квадратична, т.е. представляет собой одно из конических сечений; к числу таких кривых относятся параболы, гиперболы, эллипсы и окружности.  Общие формы уравнений конических сечений: x2 + y2 = r2 (окружность), x2/a2 + y2/b2 = 1 (эллипс), y= ax2 (парабола), x2/a2 – y2/b2 = 1 (гипербола).  Как правило, чем выше степень уравнения, тем больше изгибов будет у открытой кривой.
2. Параметрические уравнения некоторых  линий
Всякую переменную величину t, определяющую положение точки на некоторой линии, называют параметром. Параметрические уравнения играют важную роль в механике, где они используются в качестве так называемых уравнений движения. Именно, если материальная точка М движется по плоскости, то в каждый момент времени t она имеет определенные координаты х, у.  Уравнения, которые выражают х и у как функции времени t, и называются уравнениями движения точки М.  Координаты точки, лежащей на линии  L, являются функциями параметра t: x = f (t) - (1); y = ϕ (t) - (2).		
Уравнения  (1) и (2) называются параметрическими уравнениями  линии L.
Чтобы  найти уравнение, связывающее координаты  x, y линии L, надо исключить t  из уравнений (1) – (2).
Пример 1. Пусть О ( рис.1) есть наивысшее положение материальной точки, брошенной под углом к горизонту, а t – время, отсчитываемое от момента наивысшего подъёма. Положение точки М на  траектории АОВ определяется величиной t, так что t есть параметр. Параметрические уравнения траектории, отнесенной к системе XOY, будут: 
x = OP = v0t, 		y = PM = - gt2.
Они выражают, что по горизонтальному направлению точка М движется равномерно со скоростью v0, а по вертикальному – равномерно-ускоренно (g- ускорение земного тяготения). Исключив t, найдем уравнение  y = - x2, показывающее, что движение происходит по параболе.
Параметрические уравнения некоторых  линий
Параметрическое уравнение окружности: (рис.2)   
Параметрическое уравнение эллипса: (рис.3)     
Параметрическое уравнение параболы:  
3. Некоторые замечательные кривые 
Замечательные кривые известны уже более 20 веков. Основные свойства эллипсов, гипербол, парабол были описаны в сочинении «О кононических сечениях» древнегреческого математика Аполлония Пергского, жившего почти в одно время с Евклидом (3 век до н.з.). Они подразделяются на кривые первого, второго, третьего и выше порядка. 
3.1. Кардиоида
Кардиоида является одним из частных случаев эпициклоиды, но её рассматривают как отдельную кривую. Точка окружности, которая катится по внешней стороне неподвижной окружности равного радиуса, описывает кривую, которая называется кардиоидой (рис. 4). Эта замкнутая кривая, имеющая в некоторой точке – «острие». По форме она похожа  на срез яблока или, несколько меньше, на очертание сердца отсюда и ее название (от греч. «кардиа» - «сердце»). 
3.2. Циклоиды и их виды
Циклоидой (от греч. «киклос» - «круг», «окружность») именуют кривую, которую описывает точка окружности, катящейся без скольжения по неподвижной прямой (рис. 5). Название кривой дал впервые Галилео Галилей. Но необязательно катить всегда по прямой, можно, например, по окружности.

Если радиус внутренней окружности вдвое меньше радиуса внешней окружности, то точка будет перемещаться по диаметру второй окружности. Этот неожиданный факт обнаружил и теоретически обосновал Николай  Коперник. Если же радиус катящейся окружности в три раза меньше радиуса опорной, то точка описывает дельтоиду, или кривую Штейнера(в честь изучавшего кривую швейцарского геометра Якоба Штейнера). Первое название происходит от греческой буквы - «дельта» (рис. 6), а второе дано в честь изучившего кривую швейцарского геометра Якоба Штейнера.
Если уменьшить радиус катящейся окружности до ¼ радиуса внешней, то получится красивая астроида ( от греческоо «астрон» - «звезда») – кривая, внешне напоминающая стилизованное изображение звезды (рис. 7). Все кривые, которые вычерчивает точка на окружности, катящейся внутри другой окружности, принадлежат семейству гипоциклоид (от греч. «гипо» - «под», «внизу»). Если окружность катиться по внешней стороне опорного круга, то получившиеся кривые принадлежат семейству эпициклоидов (от греч. «эпи» - «на», «над»). 


4. Замечательные кривые и их параметрические уравнения
Эпитрохоида — плоская кривая, образуемая точкой, жёстко связанной с окружностью, катящейся по другой окружности.
Описывается параметрическими уравнениями   
R - радиус неподвижной окружности; r - радиус катящейся окружности; h - расстояние от центра катящейся окружности до точки; k = r/R
Если h = r, эпитрохоида образует эпициклоиду. Также при h > r, получаемую фигуру называют удлинённой эпициклоидой, а при h < r — укороченной эпициклоидой. Собственные имена получили ещё два варианта эпитрохоиды: r = R (k = 1) — улитка Паскаля; h = R + r — Роза.  
Рассмотрим, кривые в зависимости от  k и h:
1) Пусть R=1, h=0,5, k=.  Получили кривые, состоящие  из n  витков, которые при пересечении образуют n «петель». При уменьшении коэффициента  увеличивается  пересечение соседних «петель»: (рис. 8) k=, , h=0,5; (рис. 9) k=, , h=0,5; (рис.10) k=, h=0,5; (рис.11) k=, h=0,5.
2) Пусть R=1, h=0,5, k=, причем k<1/2: (рис.12) k=, h=0,5( 5 витков); (рис.13) k=, h=0,5( 7 витков); (рис.14) k=, h=0,5( 9 витков); (рис.15) k=, h=0,5 ( 8 витков); (рис. 16) k=, h=0,5( 10 витков).
При увеличении n увеличивается плотность траектории. Если n- четное число, то  кривая симметрична относительно осей координат и начала координат, если n-нечетное число, то кривая симметрична только относительно оси .
3) Пусть R=1, h=0,5, k=, причем k>1/2: (рис.17) k=, h=0,5( 5 витков); (рис.18) k=, h=0,5(5 витков); (рис. 19) k=, h=0,5( 8 витков); (рис.20)k=, h=0,5( 9 витков); (рис.21) k=, h=0,5(8 витков); (рис.22) k=, h=0,5(12 витков).
Если коэффициент больше 1\2, уменьшается кривизна витков, по сравнению с коэффициентом, который меньше 1\2, причем витки не образуют петель. Если знаменатель четное число, то фигура симметрична относительно осей координат и начала координат.
4) Пусть R=1, h<0,5, k=: (рис.23) k =, h= (7 витков); (рис. 24)k =, h= (9 витков); (рис. 25) k =, h= (8витков); (рис.26) k =, h= (5 витков);
Количество витков зависит от знаменателя коэффициента. Витки не образуют петель. Уменьшается ширина кольца, внутри которого расположены витки. Так же как и в предыдущих случаях, если знаменатель четное число, то фигура симметрична относительно осей координат и начала координат.
5)Пусть R=1, h>1, k=. Получим разнообразные «розы», количество «лепестков» зависит от знаменателя n: (рис. 27) k =, h= (6 лепестков); (рис.28) k =, h= (8 лепестков); (рис. 29) k =, h= (12 лепестков); (рис. 30) k =, h= (11 лепестков).
	Витки заполняют весь круг. Плотность витков зависит от суммы числителя и знаменателя коэффициента. Если знаменатель четное число, то фигура симметрична относительно осей координат и начала координат, а если нечетный, то симметрично относительно только оси х.
Эпициклоида — плоская кривая, образуемая точкой окружности, катящейся по другой окружности. Эпициклоида - частный случай эпитрохоиды, т.к. точка лежит в точности на окружности радиуса r, а не на расстоянии h от её центра, как в случае эпитрохоиды.
Найдем параметрические уравнения циклоиды. Пусть окружность катиться по оси Ох и в начальный момент времени касается начала координат. При этом точка касания О на окружности переместиться в точку А (рис.31). Поскольку дуга АР окружности при этом прокатиться по отрезку ОР, то их длины равны, т.е. АР=ОР= Rt. Для координат х,у точки А  имеем: 
Таким образом, параметрическими  уравнениями циклоиды являются уравнения:

Обобщением циклоиды является троихоида- траектория движения точки, закрепленной на радиусе окружности или его продолжении, когда эта окружность катится по прямой.
Параметрическое уравнение трохоиды: 
где d – расстояние от точки до центра окружности.
	Если d ˂R, то кривая называется укороченной циклоидой.
Если d ˃ R,  то кривая называется удлиненной циклоидой.
Если d=1, то получим обычную циклоиду: (рис.32) 
Если d=1/2, то получим укороченную циклоиду. Рассматривая разные значения d, причем d˂r, можно сделать вывод: чем меньше d, тем меньше кривизна укороченной циклоиды: (рис.33)     и     (рис.34)                                               
Если d>r, то получим удлиненную циклоиду. Рассматривая разные значения d (d = 3, и d=8/3, d=4), можно сделать вывод: чем меньше d, тем меньше величина «петли» удлиненной циклоиды.  (рис. 35)        и        (рис.36) 
Рассмотрим  ситуацию, когда точка закреплена на окружности радиуса r, катящейся по окружности  радиуса R. Получаемые кривые подразделяются на эпициклоиды и гипоциклоиды в зависимости от того, располагается ли катящаяся окружность с внешней или внутренней стороны.  Выведем уравнения эпициклоиды.
Пусть центр О неподвижной окружности является началом координат  и точка А (0;r) соответствует начальному моменту времени. Предположим, что катящаяся с внешней стороны окружность повернулась на угол, равный . При этом точка А переместилась в точку А₁(x;y) (рис.37) Обозначим отношение   через k. Из равенства длин дуг АВ и А₁В следует, что угол АОВ равен kt. Далее,   ∠А₁О₁С = ∠А₁О₁В - ∠СО₁О =  – ( и, следовательно,
		 =  
 = .
Поэтому уравнения эпициклоиды имеют вид 
где k=r/R; R — радиус неподвижной окружности; r — радиус катящейся окружности.
Модуль величины k определяет форму эпициклоиды. На рисунках показаны эпициклоиды при k = 1/10, k = 1/3 и k = 2/3. При k = 1 эпициклоида образует кардиоиду. 
Гипоциклоида — плоская кривая, образуемая точкой окружности, катящейся внутри другой окружности без скольжения. Описывается параметрическими уравнениями:

где k=r/R; R — радиус неподвижной окружности; r — радиус катящейся окружности. Модуль величины k определяет форму гипоциклоиды.
Пусть R=1, k=: (рис.38) k=и k=; (рис. 39) k= и k=; (рис.40) k=; (рис.41) k= и k=; (рис. 42) k=.
Если сумма  коэффициентов равна 1(например, k= и k=), то гипоциклоиды совпадают. Если коэффициент приблизительно равен 1\2, то форма гипоциклоида похожа на пересекающиеся дуги, похожие на отрезки, в остальных случаях форма гипоциклоида напоминает пересекающиеся дуги. Увеличение знаменателя даёт увеличение количества дуг (отрезков). Если знаменатель четное число, то гипоциклоида симметрична относительно осей координат и начала координат, а если нечетная, то симметрично относительно только оси х.
5. Шарнирный параллелограмм рисует циклоиды
Существует несколько способов построения циклоиды,  одним из способов является построение с помощью шарнирного параллелограмма. 
1. Вершина О шарнирного параллелограмма OPMQ закреплена, а стороны ОР и OQ вращаются с одинаковой по величине угловой скоростью в разные стороны. По какой линии двигается вершина М? (рис. 43). 
       Решение. Пусть ОР = p, OQ = q. Поскольку прямые ОР и OQ вращаются в разные стороны, в некоторый момент времени они совпадут(рис.44). Примем этот момент времени за начало отсчета: t = 0, а совпадающие прямые – за ось Ох (начало координат поместим в точку О). Пусть стороны ОР и OQ вращаются с угловой скоростью . Тогда координаты точек Р, Q в момент времени t будут соответственно равны  (p; p), (q; - q).
	Следовательно, координаты точки М(x;y) будут:   (ведь )(рис. 45). Следовательно, точка  М пробегает эллипс   (рис.46)
В решении этой задачи мы получили эллипс как множество точек (x;y) вида              где , а=, , (t – любое действительное число).  В данном случае роль  параметра t играет время.
2. Рассмотрим траекторию движения четвертой вершины М шарнирного параллелограмма ОРMQ, у которого вершина О находиться в вершине координат. (Заметим, что ). Если точка Р двигается по окружности радиуса r₁ c центром в начале координат О с угловой скоростью  , точка Q – по окружности радиуса r₂ с центром О с угловой скоростью , то в момент времени t координаты Р будут (r₁ ; r₁ ),  координаты Q – ( r₂ ; r₂ ), а координаты четвертой вершины М параллелограмма ОРМQ: ; , (в начальный момент t = 0 обе стороны ОР и OQ шарнирного параллелограмма направлены по оси Ох). При  точка М описывает эллипс. В общем случае, если выполняется соотношения:                        точка М пробегает  -циклоидальную кривую .
Рассмотрим  несколько значений коэффициента :
1) 
k=, тогда  ; r₁ = 2r₂,  Примем , значит  , параметрические уравнения запишутся так (r₂ =r=1):, получим дельтоиду (рис.47)
2) 
k=,	; r₁ = 3r₂,  Примем , значит  , параметрические уравнения запишутся так (r₂ =r=1):, получим  астроиду (рис.48).
3) k=, тогда  ,  следовательно  ,  r₁=4r₂. Пусть r₂=r=1, если =1,  =-4, а значит параметрические уравнения кривой имеют вид: x=4cost + cos4t; y=4sint - sin4t.
Четвертая вершина параллелограмма описывает  кривую (гипоциклоиду k=), вершины которой лежат на окружности радиуса r=5 (1+4) (рис.49).
4) k=, тогда  ,  следовательно ,  r₁=5r₂. Пусть r₂=r=1,  =1,  =-5, а значит параметрические уравнения кривой имеют вид: x=5cost + cos5t; y=5sint - sin5t (рис.50).
Получим кривую (гипоциклоиду с k=), вершины которой находятся на окружности радиуса 6, (5+1). Кривая симметрична  относительно осей и начала координат. 
5) k=, тогда  ,  следовательно  ,  r₁=7r₂. Пусть r₂=r=1, если =1,  =-7, а значит параметрические уравнения кривой имеют вид:    x=7cost +cos7t; y=7sint - sin7t. (рис.51)
Получим кривую(гипоциклоиду с коэффициентом 1/8), состоящую из 8 дуг, вершины которой находятся на окружности радиуса 8, (7+1), 
Таким образом, если рассматривать коэффциент – правильную дробь с чилителем 1, то четвертая  вершина параллелограмма описывает  кривую(гипоциклоиду с коэффициентом 1/k+1), вершины которой лежат на окружности радиуса r=k+1, и делящая её на k+1 равных частей. 
6) k=, тогда  ,  следовательно ,  r₁=r₂. Пусть r₂=r=1, если =1,  =-, а значит параметрические уравнения кривой имеют вид: x=cost + cost; y=sint - sint. Получим кривую (гипоциклоиду k=), вершины которой находятся на окружности радиуса 3,5 (( 5+2)/2) (рис. 52).
7) k=, тогда  ,  следовательно    ,  r₁=r₂. Пусть r₂=r=1, если =1,  =-, а значит параметрические уравнения кривой имеют вид: x=cost + cost; y=sint - sint.  Получим кривую(гипоциклоиду с коэффициентом 3/8, вершины которой находятся на окружности радиуса 3,5 (( 5+2)/2). (рис. 53)
8) k=, тогда  ,  следовательно   ,  r₁=r₂. Пусть r₂=r=1, если =1,  =-, а значит параметрические уравнения кривой имеют вид: x=cost + cost; y=sint - sint.  Получим кривую (гипоциклоиду с коэффициентом 4/9) (рис.54).
Все эти  кривые проходят сколь угодно близко от любой точки кольца с центром О, ограниченного окружностями радиусов   и ││, - как говорят, «всюду плотно» заполняют это кольцо.


	
		



III. Заключение
Многие задачи механики, астрономии связаны с разнообразными кривыми, в том числе и различными видами циклоид. Я рассмотрела замечательные кривые, заданные параметрическими уравнениями. С помощью программы  Advanced Grapher я попыталась установить зависимость коэффициентов на форму и вид эпитрохоиды, эпициклоиды и гипоциклоиды, а так же их симметричность относительно осей координат и начала координат. Я была удивлена разнообразием форм этих кривых, которые дают фантазию для их применения: например, различные рисунки, рамки-орнаменты или украсить ими фон открыток. Так же я узнала, что экспериментируя с различными параметрами уравнений можно получить не менее удивительные рисунки.
Также можно использовать получившиеся образцы в резьбе по дереву, в создании аппликационных  работ, коллажей, декоративной росписи различных изделий, как шаблоны.
Так же я познакомилась с одним из способов получения циклоид, а именно – с помощью шарнирного параллелограмма. 
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