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Введение
И шахматы, и математика уходят своими корнями в глубокую древность. Разумеется, не в этом основа того родства между ними, которое интуитивно ощущается всеми и которое ведёт к известной конкуренции между этими сферами интеллектуальной деятельности. Подобно тому, как математика абстрагируется от конкретности рассматриваемых ею объектов и изучает отношения и формы в чистом виде, так и для шахмат безразлично, из чего сделана доска и какого вида шахматные фигуры. Подобно тому, как шахматная партия разворачивается в точном соответствии с правилами игры, не оставляющими сомнения, какой ход возможен, а какой – нет, так и математическая теория развивается на основе своих «правил игры» - аксиом и правил вывода из них; как и шахматный ход, каждый этап математического доказательства должен быть разрешён правилами. Решение шахматной задачи так же неоспоримо, как доказательство математической теоремы: вся шахматная игра целиком укладывается в рамки математики. В этом заключается актуальность нашей работы.
Объект нашего исследования – задачи с применением шахматной теории. Предмет исследования – классификация задач по методам их решения.
Цель работы: провести классификацию задач с применением шахматной теории по методам их решения.

Задачи:

1. Проследить за историей развития шахмат.

2. Выделить основные методы решения задач с применением шахматной теории.
3. Проиллюстрировать данные методы решениями тематических задач.
4. На основании выделенной классификации составить сборник задач. 
Методы исследования: 

1. Анализ и синтез различных источников информации.

2. Самостоятельное решение задач, исследование их решений.

3. Поиск новых подходов к решению уже известных олимпиадных задач, новых сюжетов задач по шахматной тематике.

Новизна работы заключается в подборе, составлении и решении задач, их классификации по методам решения, а теоретическое и практическое значение - в использовании на факультативах, спецкурсах для подготовки к олимпиадам.
1 Из истории шахмат
Среди сокровищ гробницы египетского фараона Тутанхамона (XIV в. до н.э.) можно было увидеть игральную доску, разделённую на тридцать квадратов, и стоящие на ней фигурки конической и катушкообразной формы (прил. 3). Конечно, это ещё не шахматы, а какой-то их дальний родственник, более близкий современным нардам. Однако можно, по-видимому, считать установленным, что игры, связанные с передвижением фигур по расчерченной доске, существуют, по крайней мере, три с половиной - четыре тысячи лет.
Имя изобретателя и дата возникновения шахмат неизвестны. Полагают, что эта игра родилась в Индии где-то около VI века нашей эры. [10]
Шахматная доска, фигуры и сама игра часто используются для иллюстрации разнообразных математических понятий и задач. Шахматные примеры и термины можно встретить в литературе по кибернетике, теории игр, вычислительной математике, исследованию операций, теории графов, теории чисел и комбинаторике.

Ещё одна точка соприкосновения математики и шахмат — это один из жанров занимательной математики. Задачи, связанные с расположением и движением фигур на шахматной доске, пользуются широкой популярностью: их можно найти почти в каждом сборнике олимпиадных задач или книге головоломок. Их решение зачастую приводило к интересным арифметическим и алгебраическим соотношениям, сами решения бывали обычно оригинальны и остроумны, неудивительно поэтому, что этими задачами занимались иногда и такие крупнейшие математики, как Леонард Эйлер и Карл Гаусс. 
Интересно, что «шахматные» увлечения Эйлера относятся к 18-му столетию, а Гаусса — к середине 19-го. С тех пор в течение целого века крупные математики не занимались шахматами (речь идет о научном подходе к игре). Ситуация резко изменилась в середине 20-го столетия в связи с бурным развитием кибернетики и вычислительной техники. [6]
Во второй половине XX в. возникла новая область, объединяющая математику и шахматы, - машинные (компьютерные) шахматы. Последнее десятилетие XX века в шахматах ознаменовалось ещё одним важным событием — компьютерные шахматы достигли достаточно высокого уровня, чтобы превзойти человека-шахматиста. В 1996 году Гарри Каспаров впервые проиграл компьютеру партию, а в 1997 — с перевесом в одно очко проиграл и матч компьютеру Deep Blue (прил. 4). [11]
2 Классификация задач с применением шахматной теории по методам их решения
Существует множество задач по шахматной тематике, и каждая из них имеет своё уникальное решение. Но в них зачастую содержатся похожие идеи, знание которых может помочь при последующем решении подобных задач. Поэтому мы решили провести классификацию задач, связанных с шахматами, по методу их решения. Конечно, это деление несколько условное, ведь все методы перекликаются между собой, и иногда к решению задачи нужен комбинированный подход, но знание этих методов так или иначе может значительно сократить время на обдумывание и облегчить решение.
В ходе исследования нами было решено множество задач по шахматной тематике, и мы установили следующую их классификацию по методам решения: 1) задачи на создание дополнительной структуры; 2) задачи о существовании конфигураций или объектов с заданными свойствами; 3) «экстремальные» задачи; 4) шахматная метрика фигур;               5) задачи на поиск игровых стратегий.
Проиллюстрируем теперь эти методы задачами.
2.1 Задачи на создание дополнительной структуры
К настоящему времени известно множество задач про шахматы и шахматную доску, ключевым моментом в решении которых является рассмотрение какой-нибудь дополнительной структуры, например, доски меньшего размера или определённого множества клеток. В то же время существует большое количество нешахматных задач, для решения которых используются шахматные приёмы, например, раскраска в чёрный и белый цвета. Первой в нашей классификации рассмотрим группу задач на создание дополнительной структуры. Начнём с одной известной задачи о домино.
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Задача 1. Можно ли целиком покрыть домино квадрат [image: image2.png]8x8



, из которого вырезаны противоположные угловые клетки? 
Мы могли бы воспользоваться алгебраическими рассуждениями, однако шахматное решение проще и изящнее. Окрасим урезанный квадрат в чёрно-белый цвет, превратив его в шахматную доску без двух угловых полей а8 и h1 (рис. 1). При любом покрытии доски каждое домино покрывает одно белое и одно чёрное поле. У нас же чёрных полей на два больше, чем белых (вырезанные поля — белые), и поэтому необходимого покрытия не существует! Как мы видим, раскраска доски не только позволяет шахматисту легче ориентироваться во время игры, но и служит средством решения математических головоломок. 
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В рассмотренной задаче существенным было не то, что удалены угловые поля доски, а то, что они одного цвета. Из наших рассуждений следует, что какую бы пару одноцветных полей ни вырезать, покрыть домино оставшуюся часть доски не удастся. Оказывается, что если вырезать два поля разного цвета, то оставшуюся часть доски всегда можно покрыть 31 домино. Проведём замкнутую линию, как показано на рис. 2. Если из доски вырезаны соседние поля, то разорванная линия будет состоять из одного куска, проходящего через 62 поля, при этом цвета полей чередуются. Если мы станем размещать домино вдоль этой линии, то закроем всю оставшуюся часть доски. Если вырезанные поля не являются соседними, то линия разорвётся на две части, проходящие через чётное число полей, и каждую из них можно покрыть домино. [6]
Иногда в решении задачи помогает не стандартная шахматная доска, а с необычной раскраской. Следующая задача предлагалась для решения в 10 и 11 классах в заочном этапе олимпиады школьников «Ломоносов» (2011-2012 учебный год). [9]
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Задача 2. Петя и Вася играют в морской бой по изменённым правилам: на поле [image: image4.png]8 X8



 клеток Петя расставляет без перекрытий 21 прямоугольный трёхклеточный корабль, а Вася делает выстрелы, называя “шахматные координаты” полей (например, A1 или F7). В первой партии Вася выстрелил и сразу же промахнулся. Куда стрелял Вася (назовите все возможные варианты клеток)?
21 прямоугольный трёхклеточный корабль занимает 63 из 64 клеток доски. Т.к. Вася промахнулся, то он стрелял в пустое поле. Для решения задачи нужно ответить на вопрос: «Каким может быть пустое поле при расстановке кораблей на доске?»
Раскрасим доску в чёрный и белый цвета так, как показано на рис. 3. Легко убедиться в том, что каждый корабль покрывает одну чёрную и две белых клетки. Всего на доске 22 чёрных и 42 белых клетки. Но 21 корабль покрывает 21 чёрную и 42 белых клетки, поэтому пустая клетка может быть только чёрной.

Рассмотрим следующую раскраску доски, на этот раз в красный и синий цвета     (рис. 4). Аналогично прошлой раскраске, каждый корабль покрывает 1 из 22 красных полей и 2 из 42 синих полей, а 21 корабль покроет 21 красное и 42 синих поля. Поэтому пустое поле может быть только красным.

Пересекая множества чёрных и красных полей, получаем четыре клетки, на которых может находиться пустое поле: C3, C6, F3 и F6 (рис. 5).Для каждой из этих пустых клеток возможен вариант расстановки кораблей (рис. 6).
2.2 Задачи о существовании конфигураций или объектов 
с заданными свойствами
Не меньшее количество задач требует подтверждения или опровержения существования определённой конфигурации фигур и доски. Вопросы могут быть на самые разнообразные темы: от раскраски доски в несколько цветов до особой расстановки фигур.
Задача 3. Клетки шахматной доски [image: image6.png]8x8



 занумерованы числами от 1 до 32, при этом каждое число использовано дважды. Докажите, что можно так выбрать 32 клетки, занумерованные разными числами, что на каждой вертикали и на каждой горизонтали найдётся хотя бы по одной выбранной клетке.

Отметим для начала произвольные 32 клетки, занумерованные разными числами. Невыбранные клетки будем называть «свободными», а линии (строки или столбцы), где все клетки свободны, - пустыми. Допустим, что какая-то линия (например, первая строка) пуста. Тогда в ней стоят 8 разных чисел, и в других столбцах отмечено 8 клеток с соответствующими числами. Мы утверждаем, что одно из этих 8 чисел является не единственным ни в своей строке, ни в своём столбце, и, следовательно, его можно заменить равным ему числом из первой строки, не «обнуляя» других строк или столбцов, т.е. уменьшить число пустых строк.

В самом деле, на всей доске, кроме первой строки, свободны только 24 клетки. Поэтому есть не более трёх строк, в которых одно из 8 чисел стоит в «одиночестве», и не более четырёх таких столбцов. Следовательно, одиноки в своей строке или столбце не более семи чисел, и хотя бы одно из наших 8 чисел действительно можно заменить. Если после этого всё ещё есть пустые строки или столбцы, действуем аналогично. [7]
Задача 4. Каждая клетка шахматной доски закрашена в один из цветов – синий или красный. Докажите, что клетки одного из цветов обладают тем свойством, что их может обойти шахматный ферзь (на клетках этого цвета ферзь может побывать не один раз, на клетки другого цвета он не ставится, но может через них перепрыгивать).
Будем считать, что в каждом столбце и в каждой строке есть клетки как синего, так и красного цвета (если это не так, например, один из столбцов целиком синий, то очевидно, что ферзь может обойти все синие клетки).

Попытаемся доказать, что ферзь может обойти все синие клетки, индукцией по строкам. Основание индукции проходит: ферзь может обойти все синие клетки первой строки. Предположим, тем не менее, что индукция не проходит; это значит, что существует такое [image: image8.png]
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, что ферзь может обойти все синие клетки первых [image: image12.png]


 строк, но не может попасть на [image: image14.png](k+1)—w



 строку с [image: image16.png]"



.

Тогда проведём индукцию для красного цвета по столбцам, и опять-таки предположим, что она не проходит, т.е. ферзь может обойти все красные клетки первых [image: image18.png]


 столбцов, но не может попасть в [image: image20.png](r+1)




 столбец с [image: image22.png]r —ro



.

Для решения задачи остаётся доказать, что наши предположения противоречивы. А для этого достаточно рассмотреть квадрат [image: image24.png]2x2



, образованный пересечением [image: image26.png]"
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-й строк и [image: image30.png]r —ro
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-го столбцов. Легко убедиться, что, как бы он ни был раскрашен, одно из сделанных нами предположений (из [image: image34.png]"



 строки нельзя по синим клеткам попасть в [image: image36.png](k+1)



-ю; из [image: image38.png]r —ro



 столбца нельзя по красным клеткам попасть в [image: image40.png](r+1)



-й) ошибочно. [7]
2.3 «Экстремальные» задачи
В задачах такого типа нужно искать наибольшее или наименьшее количество какой-либо величины. Следующая задача является одной из классических для этого типа.
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Задача 5. Какое наибольшее количество: а) ладей; б) слонов; в) коней, не бьющих друг друга, можно расставить на доске [image: image42.png]8x8



?
а) На каждой горизонтали может стоять не более одной ладьи, т.е. всего на доску можно поставить не более восьми ладей, не бьющих друг друга. Поставив 8 ладей на диагональ, мы получим расстановку, удовлетворяющую условию.
б) Рассмотрим 13 диагоналей, показанных на рис. 7. На каждой из них может стоять не более одного слона. Итого на доску можно поставить не более 14 слонов, не бьющих друг друга. Поставив 14 слонов, как показано на рис. 8, мы получим расстановку, удовлетворяющую условию.

в) Разобьём доску на 8 прямоугольников [image: image44.png]2x4



. В каждом прямоугольнике разобьём клетки на пары, как показано на рис. 9. В каждой паре клеток может стоять не более одного коня, т.е. всего на доску можно поставить не более 32 коней, не бьющих друг друга. Поставив 32 коня на чёрные поля доски, мы получим расстановку, удовлетворяющую условию, так как кони будут бить только белые клетки. [2]
Задача 6. Шахматную доску разбили на двухклеточные прямоугольники. Каждый из них требуется закрасить каким-нибудь цветом так, чтобы любые две клетки доски, отстоящие на ход коня, были раскрашены в разные цвета. Какого наименьшего числа цветов заведомо хватит для этого?

Будем называть двухклеточные прямоугольники доминошками. Рассмотрим разбиение, показанное на рис.10. В отмеченном фрагменте любые две доминошки содержат клетки, отстоящие на ход коня. Следовательно, чтобы наверняка раскрасить доску требуемым образом, потребуется не меньше шести цветов. Докажем, что это количество является достаточным. Начнём с раскраски вертикальных доминошек. Пронумеруем все вертикали доски по порядку и разобьём их на 3 группы по остаткам от деления на 3. Тогда все доминошки, находящиеся на вертикалях одной группы, можно раскрасить в один цвет. Действительно, если две клетки отстоят на ход коня, то они находятся либо на соседних вертикалях, либо через одну вертикаль. Поэтому при такой раскраске никакие две клетки, раскрашенные в один цвет, не будут отстоять на ход коня. Раскрасив аналогичным образом горизонтальные доминошки в 3 других цвета, мы используем в общей сложности 6 цветов и получим требуемую раскраску. [1]
2.4 Шахматная метрика фигур
При решении задач про шахматную метрику может помочь рассмотрение ходов фигур, которое способно внести ясность в задачу.
Задача 7. Докажите, что шахматный конь не может обойти доску [image: image46.png]4xn



, побывав на каждом поле ровно один раз и последним ходом вернувшись на исходную клетку             ([image: image48.png]


 – любое натуральное число).

Предположим, что можно обойти доску [image: image50.png]4xn



 конём так, как указано в задаче. Разрежем доску на отдельные поля и расположим эти [image: image52.png]


 полей на окружности в том порядке, как их обходил конь; чёрные и белые поля чередуются. Где будут расположены [image: image54.png]2n



 полей, стоявшие в двух крайних рядах доски [image: image56.png]4xn



? Никакие два из них не стоят рядом, так как с крайних полей конь всегда ходит на средние. Значит, они стоят через одно. Но тогда все они должны иметь одинаковый цвет. [4]
Задача 8. Ладья, делая ходы по вертикали и горизонтали на соседнее поле, за 64 хода обошла все поля шахматной доски [image: image58.png]8x8



 и вернулась на исходное поле. Докажите, что число ходов по вертикали не равно числу ходов по горизонтали.

Разобьём доску на 16 квадратов [image: image60.png]2x2



 и заставим ладью обходить каждый квадрат по отдельности. При этом выполнены все условия задачи (по совокупности ладья обходит всю доску, всякий раз она возвращается на то место, с которого начинала), с одной оговоркой: вместо одного маршрута получилось 16.

Назовём такую ситуацию, когда ладья обходит всю доску, но не за один раз, а за несколько, «кусочным маршрутом» (рис. 11); такой «кусочный маршрут», естественно, можно строить многими способами. Отметим, что приведённый кусочный маршрут обладает ещё и тем свойством, что число горизонтальных ходов равно 32, как и требуется в условии.

[image: image79.jpg]Puc. 10




Сделаем теперь какую-нибудь «перестройку», а именно: выберем какое-нибудь место, где рядом стоят два горизонтальных хода, и заменим их на два вертикальных (или наоборот). При этом разность между числом горизонтальных и вертикальных ходов изменяется на 4. Кроме того, при этом число кусков, из которых состоит маршрут, изменяется на 1: либо два куска объединяются в один, либо наоборот, один кусок распадается на 2.

Отсюда следует, что для того, чтобы преобразовать 16 маршрутов в один (а несколькими перестройками можно получить любой такой маршрут), требуется нечётное число перестроек, а это и означает, что исходное число для 16 кусков – 32 горизонтальных хода - будет меняться нечётное число раз. [7]
2.5 Задачи на поиск игровых стратегий
В таких задачах, как правило, задаётся вопрос: «Кто выигрывает при правильной игре?» Вся хитрость заключается в создании такой игровой стратегии для одного из игроков, при которой он гарантированно будет победителем. При этом выигрышная комбинация ходов может не зависеть от поведения соперника (если нужно, например, делать симметричные относительно центра доски ходы), а может и зависеть (если при различных ходах соперника приходится действовать по-разному). Следует отметить, что для решения таких задач возможно использование других методов из нашей классификации. 

Задача 9. На некотором поле шахматной доски стоит фишка. Двое по очереди переставляют фишку, при этом на каждом ходу, начиная со второго, расстояние, на которое она перемещается, должно быть строго больше, чем на предыдущем ходу. Проигравшим считается тот, кто не может сделать очередного хода. Кто выигрывает при правильной игре?

Первый выиграет, если будет на каждом ходу ставить фишку на поле, симметричное тому, на котором она стоит в данный момент, относительно центра. Легко убедиться, что такая тактика всегда проходит. [7]
Задача 10. Двое играют на шахматной доске [image: image62.png]8x8



. Начинающий игру делает первый ход – ставит на доску коня. Затем они по очереди его передвигают, при этом нельзя ставить коня на поле, где он уже побывал. Проигравшим считается тот, кому некуда ходить. Кто выигрывает при правильной игре – начинающий или его партнёр?
Выигрывает второй. Для победы ему достаточно разбить доску на пары полей, связанных ходом коня (это легко сделать самыми разными способами), и если первый поставил коня на одно поле из пары – переставлять его на второе. Таким образом, у второго всегда есть ход, следовательно, когда-нибудь ходы кончатся у первого. [7]
После решения этой задачи возникает вопрос: кто выиграет, если вместо коня по доске передвигать другую фигуру (кроме пешки, разумеется). Оказывается, что такой метод разбиения работает и для остальных фигур: для короля, ладьи и ферзя достаточно разбить доску на «доминошки» размером [image: image64.png]1x2



, а для слона нужно разбить доску на части, состоящие из двух соседних по диагонали клеток.
Заключение
В статье «Моральные ценности шахмат» (1779 г.) выдающийся американский ученый и политик Бенджамин Франклин писал: «Шахматная игра — не просто праздное развлечение. С ее помощью можно приобрести или укрепить в себе ряд очень ценных качеств ума, полезных в человеческой жизни, так что они становятся привычками, служащими во всех случаях. Ведь жизнь есть подобие шахматной игры; в жизни мы тоже стремимся что-нибудь выиграть и при этом вступаем в борьбу с соперниками или противниками, в жизни встречается такое огромное разнообразие добрых и дурных событий, являющихся в некоторой мере результатом нашего благоразумия или отсутствия такового». [8]
В ходе работы мы проследили за историей развития шахмат, выделили основные методы решения задач с применением шахматной теории и проиллюстрировали данные методы тематическими задачами. На основании выделенной классификации нами был составлен сборник задач по шахматной тематике. Таким образом, цель работы достигнута. Работу можно использовать для подготовки к олимпиадам, конкурсам, проведения кружков, спецкурсов.
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ПРИЛОЖЕНИЯ
Приложение 1
Надежда Анатольевна Косинцева (14 января 1985, Архангельск) 
российская шахматистка, гроссмейстер. Победительница Шахматной Олимпиады и двукратная чемпионка Европы в составе команды России.
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Приложение 2
Татьяна Анатольевна Косинцева (11 апреля 1986, Архангельск) 
российская шахматистка, гроссмейстер, заслуженный мастер спорта России. 
Двукратная чемпионка Европы. Победительница Шахматной Олимпиады и двукратная чемпионка Европы в составе команды России.
[image: image66.jpg]




Приложение 3
Игральная доска фараона Тутанхамона
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Приложение 4
Шахматный суперкомпьютер Deep Blue
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