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                                                                           Введение
В этом учебном году нас заинтересовала проблема: как  системой кривых линий наименьшей суммарной длины соединить в  пространстве  k точек? 

Оказалась, что такая проблема была поставлена Якобом Штейнером (1796-1863) - швейцарским математиком. Его работа заключалась в том, чтобы найти такую  точку, сумма расстояний от которой до всех точек заданного множества была бы минимальной. Однако ещё в 1640 году была решена задача, являющаяся частным случаем задачи Штейнера: найти точку T, сумма расстояний от которой до каждой из ТРЁХ заданных точек минимальна. И эту задачу независимо друг от друга решили Э. Торричелли и Б. Кавальери. Они смогли доказать, что суммарное расстояние минимально только тогда, когда все сопряжённые углы в точке T  больше или равны 120°.  

Прикладное значение задачи Штейнера очень велико, и особенно в современном мире. Например, одним из наиболее важных практических применений задачи Штейнера является конструирование интегральных электронных схем. Более короткая сеть проводящих линий на интегральной схеме требует меньшего времени зарядки-разрядки по сравнению с более длинной сетью и повышает, таким образом, быстродействие схемы.
Целью нашей работы является исследование новых для нас методов математики, связанных с кратчайшими сетями и применение их в своей творческой деятельности.

Задачи: 

· изучить имеющиеся по данной теме теоретические материалы,

· применить изученное в разработке и построении сетей кратчайших дорог на примере города Рыбинска и населённых пунктов Ярославской области.
Точка Торричелли
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Точка Торричелли — точка плоскости, сумма расстояний от которой до вершин треугольника является минимальной. Точка Торричелли даёт решение проблемы Штейнера для вершин треугольника.

На сторонах треугольника внешним образом построим равносторонние треугольники. Каждую вершину исходного треугольника соединим со свободной вершиной нового треугольника, построенного на противолежащей стороне.

Точка пересечения полученных отрезков называется точкой Торричелли.

Задача Штейнера 

Для того чтобы приступить к нашей практической части, необходимо кратко рассмотреть задачу Штейнера. Напомним её формулировку: в пространстве дано k точек. Необходимо соединить их системой кривых линий наименьшей суммарной длины.

Решение.

Пусть на плоскости даны k точек А1,А2,…,Аk. Посмотрим, какими свойствами должна обладать кратчайшая система дорог, соединяющая эти точки. 

Свойство 1. Кратчайшая система дорог состоит из отрезков. 

Первое свойство достаточно очевидно, и вытекает из того, что кратчайшим путем из одной точки в другую является отрезок прямой.
Таким образом, кратчайшая система дорог является плоским графом. Концы его отрезков мы будем называть вершинами графа, а сами отрезки – его ребрами. Данные точки А1,…Аk - настоящие вершины, все прочие – дополнительные или, собственно, точки Штейнера. Наш граф является односвязным, т.е. для любой пары вершин существует единственный путь по ребрам, их связывающим.

Свойство 2. Любые два ребра, выходящие из одной вершины, образуют угол не менее 120°.

В самом деле, если в треугольнике АВС все углы меньше 120°, то нужно поставить точку Торричелли этого треугольника и соединить ее с вершинами А, В и С. Получим связный граф меньшей длины. А если в треугольнике АВС, скажем, угол при вершине В больше или равен 120°, то убираем ребро АС, а вместо него ставим ВС.  Вновь получим связный граф меньшей длины.
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Свойство 3. Из настоящей вершины может выходить одно, два или три ребра; если выходит два ребра, то угол между ними больше или равен 120°; если три, то они образуют между собой углы в 120°.
Больше трех ребер выходить не может, иначе один из углов будет меньше 120°.

Т.е. настоящие вершины бывают трех типов.
Свойство 4.  Из каждой дополнительной вершины выходят три ребра с углами 120°.

Действительно, первый тип для дополнительной вершины невозможен (если из дополнительной вершины выходит только одно ребро, то эта вершина не нужна, потому что ее можно убрать вместе с ребром), второй – также невозможен (если дополнительная вершина М соединена ребрами только с двумя вершинами В и С, то уберем эти ребра вместе с самой вершиной М, а точки В и С соединим ребром; получим граф меньшей длины).
Теперь, рассмотрев все свойства, мы перейдём непосредственно к задаче Штейнера.

Определение

Сетью Штейнера данных точек А1, А2,…, Аk, называется односвязный граф, имеющий среди своих вершин все данные точки, причем все его настоящие вершины принадлежат одному из трех типов, а все дополнительные вершины принадлежат только третьему типу.
Теорема.
Кратчайшая система дорог, связывающая k точек, является сетью Штейнера.
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Пример 1. Для k=3 точки А1, А2, А3 являются вершинами треугольника. Если все углы треугольника меньше 120°, то сеть Штейнера образована тремя данными точками и дополнительной четвертой точкой – точкой Торричелли. Для трех точек всегда существует единственная сеть Штейнера. Если один из углов треугольника с вершинами в этих точках больше или равен 120°, то сеть состоит из двух ребер – сторон этого угла.
Пример 2. Для k=4 точки А1, А2, А3, А4 – вершины квадрата. Построим кратчайшую систему дорог для четырех вершин квадрата.

Первый способ. Убираем вершину А1. В оставшемся треугольнике А2А3А4 углы меньше 120°, поэтому сеть Штейнера состоит из отрезков ТА2, ТА3, ТА4, где Т – точка Торричелли треугольника А2А3А4. Теперь нужно соединить А1 с любой из вершин А2, А3 или А4. Однако, как легко видеть, при этом каждый раз будут получаться два ребра с углом меньше 120°. Значит такой способ не дает сети Штейнера.

Второй способ. Убираем пару вершин. В силу симметрии, достаточно рассмотреть два случая: вершины А1, А3 (концы диагоналей) и вершиныА1, А2 (концы стороны). В первом случае строим равносторонний треугольник А1МА3. Три точки М, А2 и А4 лежат на одной прямой, поэтому их сеть Штейнера состоит из двух отрезков МА2 и А4А2. Ребро МА2 не пересекает дуги А1А3 описанной окружности  треугольника А1МА3. Таким образом, этот случай не дает сети Штейнера.

Во втором случае строим равносторонний треугольник А1МА2. Если он построен во внутреннюю сторону квадрата, то вновь не получается сети Штейнера. Если во внешнюю сторону, то А3МА4 – остроугольный; его сеть Штейнера – три отрезка, соединяющие его вершины с точкой Торричелли Т. Ребро ТМ пересекает, описанную около треугольника А1МА2, окружность в точке В. В итоге мы получили сеть Штейнера. Она состоит из пяти ребер и имеет две дополнительные вершины. 


Алгоритм Мелзака
Задачу Штейнера, о которой говорится в нашем докладе,  невозможно решить, просто рисуя линии между заданными точками. Для решения необходимо добавить новые точки, которые называются точками Штейнера и служат в качестве узлов искомой кратчайшей сети. Чтобы определить количество и расположение точек Штейнера, программисты и математики разработали специальные алгоритмы. Но даже лучшие из этих алгоритмов, выполняющиеся на самых быстродействующих и современных компьютерах, не в состоянии дать решение для большого множества заданных точек за реально время. Более того, задача Штейнера принадлежит к классу задач, для которых, по мнению многих современных исследователей, эффективные алгоритмы, по-видимому, так никогда и не будут найдены.

Методом полного перебора, кратчайшую сеть можно найти путём построения всех возможных локально минимальных деревьев Штейнера, вычислением их длины и выбором кратчайшего. Но поскольку расположение точек Штейнера неоднозначно, возникает сомнение в том, что вычислить все локально минимальные деревья Штейнера можно за конечное время. Мелзак из Университета Британской Колумбии сумел преодолеть это затруднение и составил первый алгоритм для решения задачи Штейнера.

В алгоритме Мелзака рассматриваются многие возможные соединения между заданными точками и многие возможные расположения точек Штейнера. Алгоритм можно условно разбить на две части. В первой части алгоритма множество исходных точек просто подразделяется на всевозможные подмножества. Во второй части для каждого такого подмножества создается ряд возможных деревьев Штейнера с использованием построения.

Так же как и для трёх точек, вместо двух исходных точек можно подставить одну заменяющую их точку, не изменяя результата (длины сети) решения. Заменяющая точка может размещаться по любую сторону от прямой, соединяющей две заменяемые точки, поскольку равносторонний треугольник, используемый при построении, может быть ориентирован в одном из двух направлений. После того как одна из точек в подмножестве заменена одной из двух возможных заменяющих точек, на каждом последующем шаге алгоритма замещаются либо две другие исходные точки, либо одна исходная и одна замещающая, либо две замещающие другой замещающей точкой; и так до тех пор, пока всё подмножество не будет сведено к трём точкам.

Когда  для этих трёх точек найдена точка Штейнера, алгоритм начинает работать в обратном направлении, пытаясь определить точку Штейнера, соответствующую каждой замещающей точке.
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Алгоритм Мелзака разбивает задачу поиска кратчайшей сети на подзадачи. Точка A подходит для разбиения задачи на подзадачи из 3 и 5 точек. Чтобы построить возможные деревья Штейнера для 5 точек, пару точек (например, B и C) можно заменить одной (здесь X), построив равносторонний треугольник с основанием BC. Теперь задача сведена к 4 точкам: X, D, G и A. Пару точек опять можно заменить — сначала D и X на Y, а потом G и A на Z. Вокруг каждого из полученных равносторонних треугольников (XDY, AGZ и BCX) описываем окружности. Точки Q и R, в которых прямая YZ пересекает две окружности, — это точки Штейнера, а пересечение прямой XQ с третьей окружностью определяет точку Штейнера P. Поскольку невозможно заранее предугадать наилучшее разбиение на подзадачи и группировки на пары, необходимо рассмотреть все варианты, чтобы найти кратчайшее дерево.
Попытка может окончиться неудачей, поскольку на расположение точек Штейнера накладываются противоречащие друг другу ограничения. Однако успешная попытка приводит к возникновению дерева Штейнера, соединяющего каждую исходную точку подмножества с деревом одним ребром. Рассмотрев, таким образом, все замещающие последовательности, алгоритм выбирает кратчайшее из этих деревьев Штейнера для подмножества. 
Три деревни

Три деревни соединить кратчайшим образом довольно просто: если в треугольнике, образованном этими деревнями, все углы меньше 120, то следует соединить вершины треугольников с точкой, из которой все стороны видны под углом в 120 (Точкой Торричелли).

 Для доказательства этого поступим так: положим на стол план местности и затем просверлим в столе отверстия в местах расположения деревень. Пропустим через эти отверстия три верёвочки, верхние концы которых свяжем в один узел, а к нижним подвесим грузики массой по 1 кг.

 Верёвочки на столе займут положение с минимальной суммарной потенциальной энергией грузиков.  Значит, общая длина верёвочек под столом окажется максимально возможной, а верёвочки на поверхности стола укажут искомое кратчайшее соединение данных трёх точек. Остаётся только понять, почему узел при этом попадает в точку, из которой все стороны видны под углом в 120. Для этого достаточно заметить, что на узел действуют три одинаковые по величине силы. А они могут уравновесить друг друга только в том случае, если все три угла, образованные ими, равны. Если узел попал в отверстие, то означает, что сумма двух сил натяжения, направленных по сторонам треугольника, не превышает 10 Ньютонов. А это возможно лишь в случае, когда угол, образованный этими силами, не менее 120.

 По сути дела исходную точку о кратчайшей сети, связывающей три данные точки, можно подменить задачей о нахождении точки, для которой сумма расстояний до этих трёх точек, наименьшая возможная. Такая точка называется точкой Торричелли. 

Можно предложить другой способ построения кратчайшей сети дорог. Положим на стол план местности и затем вобьём три гвоздя в местах расположения деревень. После этого натянем резинку, используя маленькое колечко. При отсутствии сил трения резинка в натянутом состоянии займёт такое положение, при котором её длина будет минимальной, а это нам и даст кратчайшую сеть дорог.

Применение алгоритма Мелзака для построения дерева Штейнера, связывающего ряд населенных пунктов Ярославской области
и интересных мест города Рыбинска
I.  Ярославская область
В этой части нашей работы мы взяли 7 Ярославских городов и обозначили их для удобства буквами:


E – Пречистое


F – Любим

A – Данилов

G – Ярославль


D – Рыбинск

B – Углич

C – Ростов.

Далее мы разобрали несколько вариантов кратчайших сетей между этими городами:                                                        есколько три деревнишей работы:в нашей работе были грузики.натяжения направлена ение данных трёх точек тия в местах расположени
1. По алгоритму Мелзака мы разбиваем задачу поиска кратчайшей сети на подзадачи. Точка A подходит для разбиения задачи на подзадачи из 3 и 5 точек. Чтобы построить возможные деревья Штейнера для 5 точек, пару точек (в этом случае, B и C) можно заменить одной (здесь X), построив равносторонний треугольник с основанием BC. Теперь задача сведена к 4 точкам: X, D, G и A. Пару точек опять можно заменить — сначала D и X на Y, а потом G и A на Z. Вокруг каждого из полученных равносторонних треугольников (XDY, AGZ и BCX) описываем окружности. Точки Q и R, в которых прямая YZ пересекает две окружности, — это точки Штейнера, а пересечение прямой XQ с третьей окружностью определяет точку Штейнера P. В подзадаче с 3 точками строим равносторонний треугольник EFM с основанием EF и также описываем вокруг него окружность. Точка пересечения отрезка AM и последней окружности будет являться ещё одной точкой Штейнера. Затем составляем кратчайшую сеть из полученных точек (прил.1).
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2. Аналогично мы составили вторую сеть, заменив точки  C и G точкой X, точки X и B точкой Y, точки A и D точкой Z, точки E и F точкой M (прил.2).
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3. Третья сеть составляется аналогично первой и второй только с заменой точек E и F на точку M, точек A и D на точку Z, точек B и C на точку X и точек X и G на точку Y (прил.3).
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II. Город Рыбинск

В этой части нашей работы мы взяли 7 мест города Рыбинска и обозначили их буквами:

A - ТЦ Космос

B - ЖД Вокзал

C - Сквер

D - Мост

E - Лицей №2

F - Авиатор

N (M) – Полет

(прил.4)
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Далее мы разобрали множество вариантов кратчайших сетей между этими городами, некоторые из которых представлены в работе.

1. По алгоритму Мелзака мы разбиваем задачу поиска кратчайшей сети на подзадачи. Точка С подходит для разбиения задачи на подзадачи из 3 и 5 точек. Чтобы построить возможные деревья Штейнера для 5 точек, пару точек (в этом случае, C и D) можно заменить одной (здесь X), построив равносторонний треугольник с основанием DC. Теперь задача сведена к 4 точкам: X, E, F и M. Пару точек опять можно заменить — сначала F и M на N, а потом E и N на O. Вокруг каждого из полученных равносторонних треугольников (EON, FNM) описываем окружности. Точки S и R, в которых прямая OX пересекает две окружности, — это точки Штейнера. Отрезок NS пересекает окружность вокруг треугольника NMF  и дает точку L, еще одна точка Штейнера.  Находим для треугольника CBA точку торричелли (точку P) и соединяем с точками С, В, А. Затем соединяем отрезки FL, LM, LS, SE, SR, RD, RC, CP. Таким образом получена кратчайшая сеть (прил.5).
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2. Аналогично составляем  вторую сеть, заменяя точки N на M;  E,F  на T, T,N на S, F, N на Q. После мы применяем аналогичный алгоритм на четырехугольник EFNZ. Полученные точки соединяем в кратчайшую сеть (прил.6).
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В нашей работе будет представлена программа по поиску кратчайших сетей.                                                          
                                                                Заключение

Задачу Штейнера невозможно решить, просто рисуя линии между заданными точками. Для решения необходимо добавить новые точки, называемые точками Штейнера и служащие в качестве узлов искомой кратчайшей сети. Чтобы определить количество и расположение точек Штейнера, математики и программисты разработали для этого специальные алгоритмы. Несмотря на то, что формулировка этой задачи очень проста, её решения трудно поддаются анализу. Крошечное изменение геометрии задачи, кажущееся несущественным, может коренным образом изменить кратчайшую сеть, являющуюся её решением. Задача Штейнера принадлежит к классу задач, для которых, по мнению многих современных исследователей, эффективные алгоритмы, по-видимому, так никогда и не будут найдены.
Наша работа может иметь широкое применение на практике, так как в Ярославской области, мы думаем, достаточно много людей, желающих  путешествовать и узнавать свой родной край. Помимо нашего применения работы, кратчайшие сети также применяются при конструировании интегральных электронных схем, построении эволюционного дерева для группы биологических видов и минимизации расхода материалов на создание сетей телефонных линий, трубопроводов и шоссейных дорог...

Нас очень заинтересовала эта тема, и мы решили, что будем пытаться находить, создавать и применять кратчайшие сети всё большей сложности.

Мы считаем, что кратчайшие сети должны учитываться при проектировании и строительстве новых дорог, новых микрорайонов и населённых пунктов.

На этом  мы бы хотели подвести итог и закончить отчёт о проделанной нами работе.
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Целью нашей работы является исследование новых для нас методов математики, связанных с кратчайшими сетями и применение их в своей творческой деятельности.

Задачи: 

· изучить имеющиеся по данной теме теоретические материалы,

· применить изученное в разработке и построении сетей кратчайших дорог на примере города Рыбинска и населённых пунктов Ярославской области.
 В своей работе мы разобрали:

1. Задачу Штейнера.

· В пространстве дано k точек. Необходимо соединить их системой кривых линий наименьшей суммарной длины. 

· Свойства кратчайших систем дорог.

2. Алгоритм Мелзака

· В алгоритме Мелзака рассматриваются многие возможные соединения между заданными точками и многие возможные расположения точек Штейнера.
3. Точку Торричелли.
· Точка, для которой сумма расстояний до данных трех точек, наименьшая возможная.

      4. 
Применение кратчайших сетей в задачах с практической  направленностью.

Практическая часть нашей работы:

1. Применение алгоритма Мелзака для построения дерева Штейнера, связывающего ряд населенных пунктов Ярославской области 
и интересных мест города Рыбинска
2. Задача про три деревни.  Экспериментальным оборудованием в нашей работе были грузики.

Помимо нашего применения работы, кратчайшие сети также применяются при конструировании интегральных электронных схем, построении эволюционного дерева для группы биологических видов и минимизации расхода материалов на создание сетей телефонных линий, трубопроводов и шоссейных дорог...
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