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1. Введение
В книге [1, гл. 4] рассматривается конструкция, приводящая к неравенствам особого вида, называемым неравенствами Ки Фана. Кратко воспроизведем ситуацию.


Пусть даны числа 
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 - положительные из промежутка 
[image: image2.wmf]ú

û

ù

ç

è

æ

2

1

;

0

. Построим числа 
[image: image3.wmf]n

a

a

a

¢

¢

¢

,...,

,

2

1

 по формулам

[image: image4.wmf]i

i

a

a

-

=

¢

1

,





(1)
где 
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. Для каждой из групп чисел можно записать их арифметические и геометрические средние 
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. В этой книге доказано, что имеют место следующие неравенства:
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называемые неравенствами Ки Фана.

В статье [2] было сделано геометрическое наблюдение: преобразование 
[image: image15.wmf]a

a

¢

®

 является центральной симметрией относительно центра 
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. Кроме того была доказана справедливость основного неравенства Ки Фана для случая, когда вместо симметрии с центром 
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 рассматривается симметрия с центром 
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. Наконец, там же была поставлена задача об изучении взаимосвязи между неравенством Ки Фана и гомотетией вещественной прямой. Решению этой задачи посвящен настоящий доклад.
2. Точные формулировки
Рассмотрим два положительных числа 
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 и 
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. Они порождают несколько средних величин: среднее арифметическое этих чисел, которое обозначается 
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 и задается равенством 
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, среднее геометрическое, которое обозначается 
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 и задается равенством 
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, среднее гармоническое, которое обозначается 
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 и задается равенством 
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, среднее квадратичное, которое обозначается 
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 и задается равенством 
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 указывает на количество тех чисел, которые образуют средние арифметико-геометрические величины.
Рассмотрим гомотетию положительных чисел 
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 с отрицательным коэффициентом 
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 и центром 
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, который удовлетворяет условию 
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. Найдем образы точек 
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 под действием этой гомотетии.
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По определению гомотетии 
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. Вычисляя координаты векторов, получим 
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. Для определенности будем считать, что 
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При 
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 гомотетия превращается в центральную симметрию, и формулы для штрихованных чисел принимают вид 
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. Известно,   [1, гл. 4], что в этом случае выполняется цепочка неравенств:
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3. Постановка и решение задачи

Цель данного доклада состоит в том, чтобы найти условия, необходимые и достаточные для выполнения цепочки неравенств:
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где штрихованные числа получены из нештрихованных под действием гомотетии, не превращающейся в центральную симметрию.

Задача 1. Найдем необходимое и достаточное условие для выполнения неравенства 
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Запишем это выражение с помощью введенных чисел: 
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. Поместим штрихованные и нештрихованные числа в разные части неравенства: 
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. В каждой части неравенства поделим числитель на знаменатель:
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Для дальнейшего упрощения неравенства (4) применим функцию 
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. Прежде всего заметим, что эта функция возрастает при 
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. Кроме того заметим, что из нашего соглашения 
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 вытекают два неравенства: 
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. Наконец, заметим, что левая часть неравенства (4) равна 
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. В силу возрастания функции неравенство (4) перепишется в виде 
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. Так как в обеих частях неравенства подкоренные выражения положительны, возведем в квадрат обе части неравенства: 
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. Домножив обе части неравенства на 
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. Запишем это неравенство с использованием полученных ранее значений штрихованных чисел: 
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. Раскрыв скобки, перенесем все числа в левую часть неравенства: 
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. Сгруппируем слагаемые, подчеркнутые одинаковым способом, и неподчеркнутые, а затем в каждой группе вынесем за скобки общий множитель: 
[image: image73.wmf](

)

(

)

(

)

0

2

2

£

-

+

-

-

-

b

a

p

b

a

p

b

a

l

l

. Разложив разность квадратов на множители, вынесем за скобки общий множитель 
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Все сделанные выше преобразования были равносильными, поэтому мы можем высказать следующее утверждение:

ТЕОРЕМА 1. Неравенство 
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 выполняется тогда и только тогда, когда выполняется неравенство: 
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СЛЕДСТВИЕ. В первом обобщенном неравенстве Ки Фана равенство достигается тогда и только тогда, когда выполняется одно из двух утверждений: 
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Задача 2. Найдем необходимое и достаточное условие для выполнения неравенства 
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Запишем это выражение с помощью введенных чисел: 
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. Сократим левую часть неравенства на 2, при этом поместим штрихованные и нештрихованные числа в разные части неравенства: 
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. Сократим левую часть неравенства на 
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. В каждой части неравенства поделим числитель на знаменатель: 
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. Заметим, что, проведя упрощения, мы получили неравенство, для которого необходимое и достаточное условия были найдены при решении задачи 1.

ТЕОРЕМА 2. Неравенство 
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 выполняется тогда и только тогда, когда выполняется неравенство: 
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СЛЕДСТВИЕ. Во втором обобщенном неравенстве Ки Фана равенство достигается тогда и только тогда, когда выполняется одно из двух утверждений: 
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Задача 3. Найдем необходимое и достаточное условие для выполнения неравенства 
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Запишем это выражение с помощью введенных чисел: 
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. Разделим левую часть неравенства на 2, правую часть разделим на 
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. Поместив штрихованные и нештрихованные числа в разные части неравенства, возведем эти части неравенства в квадрат: 
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. «Перевернем» обе части неравенства, при этом поменяв знак самого неравенства: 
[image: image96.wmf](

)

(

)

2

2

2

2

2

2

2

2

2

"

"

"

"

2

"

"

b

a

ab

b

a

b

a

b

a

b

a

+

+

+

³

+

+

+

.  Разделим в обеих частях неравенства числитель на знаменатель: 
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. Единицы в обеих частях неравенства взаимно уничтожаются. После этого снова «перевернем» обе части неравенства, поменяв при этом знак неравенства: 
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Для дальнейшего упрощения неравенства (5) применим функцию 
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ТЕОРЕМА 3. Неравенство 
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 выполняется тогда и только тогда, когда выполняется неравенство: 
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СЛЕДСТВИЕ. В третьем обобщенном неравенстве Ки Фана равенство достигается тогда и только тогда, когда выполняется одно из двух утверждений: 
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Задача 4. Найдем необходимое и достаточное условие для выполнения неравенства: 
[image: image111.wmf]{
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Запишем это выражение с помощью введенных чисел: 
[image: image112.wmf]"

2

"

"

2

2

2

2

2

a

b

b

a

b

a

£

+

+

. Сократим левую часть неравенства, при этом поместим штрихованные и нештрихованные числа в разные стороны неравенства: 
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. Заметим, что, проведя упрощения, мы получили неравенство, для которого необходимое и достаточное условия были найдены при решении задачи 1.

ТЕОРЕМА 4. Неравенство 
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 выполняется тогда и только тогда, когда выполняется неравенство: 
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СЛЕДСТВИЕ. В четвертом обобщенном неравенстве Ки Фана равенство достигается тогда и только тогда, когда выполняется одно из двух утверждений: 
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 или 
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Задача 5. Найдем необходимое и достаточное условие для выполнения неравенства 
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Запишем это выражение с помощью введенных чисел: 
[image: image120.wmf]"
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. Сократим правую часть на 2 и поместим штрихованные и нештрихованные числа в разные части неравенства: 
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. Сократим левую часть на 
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. «Перевернем» обе части неравенства, поменяв при этом знак неравенства: 
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. Разделим числитель дроби на знаменатель в каждой части неравенства: 
[image: image126.wmf]b

a

a

b

³

"

"

. «Перевернем» обе части неравенства, поменяв при этом знак неравенства: 
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. Заметим, что, проведя упрощения, мы получили неравенство, для которого необходимое и достаточное условия были найдены при решении задачи 1.

ТЕОРЕМА 5. Неравенство 
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 выполняется тогда и только тогда, когда выполняется неравенство: 
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СЛЕДСТВИЕ. В пятом обобщенном неравенстве Ки Фана равенство достигается тогда и только тогда, когда выполняется одно из двух утверждений: 
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Итак, для каждого неравенства серии (3) найдены необходимое и достаточное условие его выполнения. Очень важно, что эти условия одинаковы в каждом случае. Совпадение условий позволяет нам сформулировать общую теорему:
ТЕОРЕМА. Каждое из неравенств серии (3) выполняется тогда и только тогда, когда справедливо неравенство 
[image: image132.wmf](
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СЛЕДСТВИЕ 1. В каждом из неравенств серии (3) равенство достигается тогда и только тогда, когда справедлива совокупность утверждений: 
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СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть 
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. Каждое из неравенств серии (3) выполняется тогда и только тогда, когда 
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Решим теперь дополнительную задачу.
Задача 6. Найти условия, необходимые и достаточные, для того, чтобы:   а) 
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Рассмотрим ситуацию, когда 
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 и изобразим точки, удовлетворяющие неравенству 
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 на координатной плоскости 
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[image: image143]
Проанализируем график. Заметим следующее.
а) Если точка с координатами 
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 лежит над графиком вспомогательной функции и не ниже прямой 
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, то получается верное неравенство.
б) Если точка с координатами 
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 лежит на графике вспомогательной функции, но находится выше прямой 
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в) Если точка с координатами 
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 лежит ниже графика вспомогательной функции и не ниже прямой 
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, то получается неравенство с противоположным знаком.
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