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Введение

Программа  по математике ГОУ лицея 1502 содержит раздел «Уравнения высших степеней», на который отводиться 8 учебных часов, в рамках которых изучаются следующие методы: разложение на множители, введение новой переменной, выделение полного квадрата, решение однородных, симметрических и возвратных уравнений. Заинтересовавшись этой темой, мы самостоятельно стали пробовать решать уравнения из сборников по математике повышенной сложности, сборников олимпиадных задач и поняли, что наших знаний не хватает для решения многих типов уравнений высших степеней.
Поговорив с ведущим преподавателем В.М. Черных, мы начали нашу исследовательскую работу по теме: «Применение функциональных подстановок в уравнениях высших степеней».

Сначала мы столкнулись с кубическим уравнением, которое необходимо было решить через функциональную подстановку определенного вида.
 Про данную подстановку мы узнали из книге «Математика и романтика» Н.И. Кованцова. После решения этого уравнения мы задались вопросом: «Есть ли аналогичная подстановка для уравнений общего вида».
Эта тема нас очень заинтересовала, ведь в наше время это очень актуально, так как многие физические и химические процессы описываются именно уравнениями высших степеней. 

1.Уравнения 3ей степени. Стандартные методы решения
Рассмотрим общий вид уравнения третей степени (кубичное):
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 a, b, c, и d – вещественные числа.

С помощью подстановки: 
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Уравнение приводится к следующей форме. : 
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Рассмотрим пример №1.

Решить уравнение 
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Выполнив подстановку 
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Сводим уравнение к следующему виду: 
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, откуда нетрудно выразить 
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После решения данного примера было  предположено существование подобной подстановки для кубических уравнение общего вида в приведенной форме.
Для этого необходимо свести уравнение к следующему виду:
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Нами был найден такой способ:
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 EMBED Equation.3  [image: image13.wmf]a
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получаем 
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такое уравнение всегда можно представить в следующем виде : 
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Сделаем замену 
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Тогда получим 
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Откуда 
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А дальше легко применить замену, используемую в примере №1
Изучая литературу по данной теме, нами было обнаружено  существование следующей подстановки: 
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При этом уравнение (1) примет вид: 
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Это уравнение легко сводится к квадратному, решение которого дает следующий результат:
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Подставив результат (3) в равенство (2) получим
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Если числитель и знаменатель второго слагаемого умножить на выражение 
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и учесть, что получающееся в результате выражение для 
[image: image25.wmf]t

 оказывается симметричным относительно знаков «+» и «-», то окончательно получим
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Это и есть знаменитая формула Кардано, но ей удобно пользоваться лишь в случае, если дискриминант уравнения (1) (
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Рассмотрим пример №2:
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1ый способ – это разложение на множители
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Откуда корни 
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, но что делать, если рациональных корней нет?

2ой способ.                      

Применив формулу Кардано, получим 
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, ( применяя комплексные числа) т.к. D<0.
2.Поиск новых методов решения.
Наш преподаватель, доцент кафедры МЭИ Черных В.М. предложил 3ий способ решения 2ого уравнения:  

Тригонометрическая подстановка:
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, выполнив ее, получили следующее уравнение:
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где k=0, 1 и 2. 
Следовательно 
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Было решено попробовать данную подстановку в уравнениях более общего вида:
Пример №3.
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1ый случай: 
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 сделаем замену
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и 
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2ой случай:
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а) если b>1 

Сделаем замену 
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б) при b<-1

Сделаем замену 
[image: image46.wmf]c

=-cht, тогда
[image: image47.wmf]c
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[image: image48.wmf]3
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Тоесть любое уравнение 3ей степени в приведенной форме с коэф. Перед…….. можно решать с помощью данной подстановки.          

Мы решили проверить наличие данной подстановки для любого кубического уравнения.

Пример №4
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 EMBED Equation.3  [image: image51.wmf]a
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получаем 
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такое уравнение всегда можно представить в следующем виде : 
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Сделаем замену 
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Тогда получим 
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Откуда 
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Дальнейшее решение аналогично решению примера №3.

Решение подобных примеров привело к выводу, что любое кубическое уравнение можно решать с применением тригонометрических подстановок (или гиперболических).
3.Применение метода тригонометрических подстановок

Пример №5

Попробуем применить метод данных подстановок в следующем уравнении:
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1ый способ решения данного уравнения.

Выполним следующую подстановку: 
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преобразуем и получим: 
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сделаем замену:  
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2ой способ:

Сделаем замену  a=2cos
[image: image62.wmf]c
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тогда уравнение примет следующий вид:


[image: image63.wmf]0

1

cos

2

2

cos

2

3

cos

2

=

+

+

+

c

c

c


[image: image64.wmf]
[image: image65.wmf]c

sin

2

´



[image: image66.wmf]sin4sin30

sin0

cc

c

+=

ì

í

¹

î


Решив, получим:
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Подставив в уравнение (1) результаты решения каждого способа и получим следующее тождество: 
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Данное тождество можно использовать как олимпиадное задание.

4.Развитие метода тригонометрических подстановок в уравнениях 5ой степени
Рассмотрев уравнения третьей степени, мы решили попробовать этот метод решения для уравнений пятой степени следующего вида: 
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Попытаемся определить нужное соотношение коэффициентов,  чтобы уравнение пришло к виду:
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Делаем замену:
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знаем что 
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тогда:
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Нам надо получить уравнение вида:
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,чтобы привести уравнение к квадратному .Тогда для этого решим систему:
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получим :
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тогда подставив все полученные данные получаем:
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Решим уравнение в общем виде, приведенном выше. 

пусть
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тогда уравнение приводим к виду:
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делаем замену:
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получаем уравнение в приведенной форме: 
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Для уравнения 
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Рассмотрим пример №6. 
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Сделаем замену: 
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преобразовываем 
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тогда 
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По аналогии с уравнениями 3 степени (в этом случае 
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Знаем что 
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Для примера (6) этой подстановкой является:
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тогда  
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Рассмотрим на примере какие тригонометрические подстановки можем подставлять в уравнения.
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Делаем подстановку: 
[image: image100.emf]x=my
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тогда уравнение принимает вид: 
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1ый случай если В > 0 ,то 
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3ий случай если 
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4ый случай если 
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Рассмотрим пример №7:
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а) так как 
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Тогда уравнение принимает вид: 
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Делаем замену 
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Тогда 
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 делаем замену 
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Далее аналогично примеру №6.
б) Домножим уравнение на 
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получим:
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Сделаем замену:  
[image: image122.wmf](
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  и по формуле (5) получаем:    
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5.Применения тригонометрических подстановок в других задачах.

Пример №8.

Попробуем найти косинус угла в 12 градусов.

Знаем:
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то есть 
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подставляем в формулу (5) и получаем:
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делаем замену: 
[image: image127.wmf](
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получим: 
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делаем замену: 
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тогда 
[image: image130.wmf]0
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делаем замену: 
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получаем: 
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Так как дискриминант получается отрицательный, приходиться решать уравнение в комплексных числах, что весьма затруднительно. Задачу удается решить обычными методами.
Заключение

Проделав данную исследовательскую работу, мы пришли к выводу, что данный метод во многих случаях очень удобен, так как позволяет избежать громоздких преобразований и исключает потерю корней.

Мы не хотим останавливаться на достигнутом и в будущем планируем изучение данного метода для уравнений более высоких степеней. 
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