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Введение.


В повседневной жизни нередко возникает необходимость перевезти с места на место тяжелый предмет. Пользоваться при этом тележкой не всегда удобно: оси ее от большой нагрузки могут прогнуться и даже треснуть. В таких случаях тяжелый предмет кладут на плоскую платформу, установленную на цилиндрических катках. По мере продвижения платформы, освободившиеся задние катки заносят вперед и укладывают перед ней. Ни сама платформа, ни покоящийся на ней предмет при движении по ровной горизонтальной поверхности не испытывают вертикальных перемещений по той простой причине, что цилиндрические катки в сечении имеют форму круга, а границы круга – окружность – принадлежит к числу замкнутых кривых,  обладающих важным свойством – «постоянной шириной».


Существуют ли другие замкнутые кривые постоянной ширины, помимо окружности? Большинство людей считают, что таких кривых нет, показывая тем самым, насколько сильно может вводить в заблуждение математическая интуиция. В действительности кривых постоянной ширины бесконечно много. Любая из их может служить поперечным сечением катка, по которому платформа будет катиться так же ровно, как и по цилиндру. Если бы кривые постоянной ширины не были открыты, незнание их привело бы к самым роковым последствиям в технике! Представим себе, что на кораблестроительном заводе собирают корпус подводной лодки, проверяя его цилиндричность промерами максимального диаметра по всем направлениям. Как мы вскоре узнаем, корпус мог бы бать чудовищно деформированным и тем не менее благополучно пройти подобные испытания. Именно поэтому цилиндричность корпуса подводной лодки проверяется специальными шаблонами.

Глава I. Треугольник Рело.


Простейшая кривая постоянной ширины, отличная от окружности, называется треугольником Рело в честь математика и инженера Франца Рело (1829 - 1905), преподававшего в Берлинской королевской высшей технической школе. Сама по себе эта кривая была известна математикам и до Рело, но именно он впервые доказал ее удивительное свойство – постоянство ширины. Построить треугольник Рело нетрудно. Прежде всего нужно начертить равносторонний треугольник АВС (рис. 1), затем провести дугу окружности с центром в точке А, соединяющую вершины В и С, и проделать аналогичную операцию, выбрав центры окружностей в вершинах В и С. Полученный «искривленный треугольник» (как называл эту фигуру Рело), очевидно, обладает постоянной шириной, равной длине стороны прямолинейного треугольника АВС.
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Рис. 1.


Если кривая постоянной ширины ограничена двумя парами параллельных прямых и одна пара пересекается с другой под прямым углом, то кривая постоянной ширины с необходимостью должна быть вписана в квадрат. Подобно окружности или любой другой кривой постоянной ширины, треугольник Рело может вращаться в квадрате, плотно прилегая к сторонам последнего, то есть все время касаясь всех четырех сторон квадрата (рис. 2). В этом можно убедиться, вырезав треугольник Рело из картона и вставив его в квадратное отверстие надлежащих размеров.
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Рис. 2.


При вращении треугольника Рело внутри квадрата каждая из вершин треугольника проходит почти весь периметр квадрата. Небольшие отклонения имеются лишь вблизи вершин квадрата: углы получаются слегка закругленными.

Примеры других кривых постоянной ширины (рис. 3,4).
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  Рис. 3.





   Рис. 4.

Существуют способы, позволяющие строить несимметричные кривые постоянной ширины. Нужно взять звездчатый многоугольник с нечетным числом вершин, образованный отрезками прямых равной длины. Поставив ножку циркуля в каждую вершину, проведем дугу окружности, соединяющую две противоположные вершины. Поскольку все дуги имеют одинаковый радиус, получившаяся кривая будет кривой постоянной ширины. Ее углы можно закруглить, воспользовавшись следующим способом: продолжить стороны звездчатого многоугольника на одно и то же расстояние и соединить концы продолженных отрезков дугами окружностей с центрами в вершинах звезды (рис. 5).
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Рис. 5.

Глава II. Применение в технике.


Треугольник Рело находит применение во многих механических устройствах, но ни в одном из них не используются его замечательные свойства кривой постоянной ширины. Лишь в 1914 году английский инженер Джеймс Уаттс изобрел инструмент, имевший в сечении форму треугольника Рело, для сверления квадратных отверстий. С 1916 года одна из фирм приступила к производству сверла Уаттса. «Мы все слыхали о гаечных ключах, приспособленных для гаек с левой резьбой, завязанных в узел водопроводных трубах и бананах из чугуна, - было написано в одной из рекламных листовок этой фирмы. – Мы считали подобные вещи смешными безделушками и отказывались даже верить, что они когда-нибудь встретятся нам в действительности. И вдруг появляется инструмент, позволяющий сверлить квадратные отверстия!»


Сверло Уаттса изображено на рис. 6. Справа показано поперечное сечение сверла внутри квадратного отверстия. 
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Рис. 6.

Сверление производится так. Сначала на металл накладывают металлический шаблон с квадратным отверстием нужных размеров. Сверло, вращаясь внутри отверстия в направляющей пластине (шаблоне), врезается кромками в металл и просверливает в нем квадратное отверстие. Как видно из рис. 6, сверло Уаттса представляет собой просто-напросто треугольник Рело, в котором прорезаны углубления для отвода стружки и заточены режущие кромки. Когда треугольник Рело вращается, его центр не стоит на месте, поэтому патрон для зажима сверла Уаттса не должен препятствовать этому движению. Компания запатентовала специальный патрон со «свободно плавающим в нем сверлом», удовлетворяющий всем нужным требованиям.

Из всех кривых с заданной постоянной шириной треугольник Рело обладает наименьшей площадью. Если ширина треугольника Рело равна 
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, то его площадь равна 
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. Углы при вершинах треугольника равны 1200. Это самые «острые» из углов, которые только могут быть у кривой постоянной ширины.
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Рис. 7.

Рассмотрим ещё один пример применения в технике. Пусть П - плоская пластина, имеющая две вертикальные щели Щ и прямоугольный вырез В. В щели Щ вставлено по два болта Б, укреплённых на неподвижном основании так, что пластина П может свободно двигаться вверх и вниз, но не в стороны. В вырезе В находится диск Т, имеющий форму треугольника Рело и укреплённый на оси О, перпендикулярной к плоскости чертежа. Придадим диску Т вращательное движение вокруг оси О и посмотрим, как при этом будет двигаться пластина П. Нетрудно видеть, что при повороте диска Т на 120( пластина П будет  подниматься (черт. а), затем при повороте диска Т на следующие 60 пластина П будет неподвижна (черт. б), при повороте на следующие 120 пластина П будет опускаться до тех пор, пока не займет первоначальное положение (черт. в), и, наконец, при повороте на последние 60, завершающие один оборот, пластина П будет снова неподвижна (черт. г). Таким образом, вращательное движение диска Т будет переходить в поступательное движение пластины П. Тот факт, что промежутки движения пластины чередуются с промежутками неподвижности, позволяет применить описанный механизм, например, в качестве грейфера для передвижения пленки в кинопроекционных аппаратах.
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Глава III. Теорема Барбье.


Теорема Барбье. Все кривые постоянной ширины h имеют одинаковую длину, равную ¶h.
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Рис. 8.

Из рассмотрения 2n-угольников с равными углами, описанных вокруг произвольной кривой К постоянной ширины h и вокруг окружности О диаметра h, выведем  теорему Барбье.

Пусть O – окружность диаметра h, а K – произвольная кривая постоянной ширины h. Докажем, что периметры 2n – угольников с равными углами,  описанных вокруг O и K, равны. Доказательство будем вести индукцией по n. Прежде всего ясно, что квадраты, описанные вокруг O и K, имеют равные периметры – эти квадраты даже равны.

Пусть теперь мы доказали, что периметры 2n – угольников с равными углами, описанных вокруг K и O, равны. Докажем, что то же имеет место и для 2n+1 -  

угольников. Рассмотрим две стороны 2n+1 – угольников, сходящиеся в одной вершине, - пусть это будет BE и BF – и две стороны – DL и DH, - противоположные им; продолжения этих сторон образуют параллелограмм ABCD, имеющих равные высоты, т. е. ромб. Это построение проведем для кривых O и K. Полученные при этом два ромба ABCD (описанный вокруг O) и A’B’C’D’ (описанный вокруг K) будут равны: они имеют равные углы и равные высоты. Проведем, далее, опорные прямые MN и QP окружности O, перпендикулярные к диагонали ромба BD, и опорные прямые M’N’ и Q’P’ кривой K, перпендикулярные к  B’D’. Расстояние между этими опорными прямыми равно h; можно утверждать, что шестиугольники AMNCPQ и A’M’N’C’P’Q’ имеют одинаковые периметры. Но отсюда следует, что описанные вокруг O и K многоугольники, получающиеся из 2n – угольников заменой сторон BE, BF, DL и DH сторонами EM, MN, NF, LQ, QP, PH, имеют равные периметры. Производя это построение для каждых двух сторон BE и  BF, сходящиеся в одной вершине, мы построим описанные вокруг K и O 2n+1 – угольники с равными углами и докажем, что они имеют равные периметры.

Итак, указанные 2n – угольники (n = 2, 3, 4,…), описанные вокруг O и K, имеют равные периметры; следовательно, пределы этих периметров при 
n( ∞ также равны, т. е. длины кривых K и O равны. Длина окружности O равна, как известно (h, значит, и длина K равна (h.

Докажем, что сумма произвольной кривой постоянной ширины h и той же самой кривой, повёрнутой на 1800, является окружностью радиуса h. Выведем из этого предложения новое доказательство теоремы Барбье.
[image: image12.png]



Рис. 9.

Пусть K – произвольная кривая постоянной ширины h, K( – кривая, которая получается из кривой K поворотом на 1800 вокруг начала отсчета O (кривая, симметричная K относительно начала отсчета O), K*=K+K( – их сумма. K* есть кривая постоянной ширины 2h; кроме того, K*=K+K(  есть центрально-симметричная кривая с центром симметрии в точке O, то есть K* переходит в себя при симметрии относительно точки O, или, другими словами, при повороте вокруг O на 180(. Действительно,  при таком повороте K переходит в K(, K( – в K, а следовательно, их сумма переходит в себя. Кривая K* должна быть окружностью радиуса h.

Длина окружности K* равна 2(h. Но, с другой стороны, длина K*  равна сумме длин кривых K и K(. Так как кривые K и K( равны (одна получается из другой поворотом на 180(), то и длины их равны. Таким образом, удвоенная длина кривой K равна 2(h, то есть длина кривой K равна (h. 

Заключение.

 
У нас были нужные инструменты, и мы вырезали из дерева колёса, в сечении имеющих вид кривых постоянной ширины. Большинство людей теряют дар речи при виде толстой книги, которая движется на кривобоких катках строго параллельно поверхности стола, не испытывая никакой качки вверх и вниз. Ещё проще демонстрировать необычайные свойства кривых постоянной ширины, если вырезать их из картона и прибить и прибить к деревянной планке на некотором расстоянии друг от друга. Кривые могут быть самой различной формы, важно лишь, чтобы гвозди проходили через их «центры». Если взять большую, но лёгкую коробку, поставить её на вертикально стоящие картонные кривые, прибитые к планке и покатать вперед и назад, вы увидите поразительную картину: оба колеса планки совершают вертикальные перемещения, коробка едет на картонных «колёсах» так, как если бы они были круглыми! Модель тележки мы продемонстрируем во время выступления на конференции.

          Трёхмерные аналоги кривых постоянной ширины называются телами постоянной ширины. Сфера- не единственное тело, которое может вращаться внутри куба, всё время касаясь всех его граней. Этим же свойством обладают все тела постоянной ширины. Простейшим примером несферического тела постоянной ширины может служить тело, образующееся при вращении треугольника Рело вокруг одной из его осей симметрии. Но этим мы планируем заниматься в десятом классе.    
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