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Известно, что средней линией треугольника называется отрезок, соединяющий середины двух его сторон.

Докажем свойство средней линии треугольника.

Свойство: Средняя линия треугольника параллельна  одной из его сторон и равна половине этой стороны.


 В

  
    





Дано:  
АВС

M

     N




МN – средняя линия










MN: АМ = МВ, BN = NC







Доказать: MN // АС

А

             

С


МN = ½ АС.

Доказательство
1. Д/п: 
а//АС,
N c а, по т. Фалеса

М с а,
МВ=МА,

MN – средняя линия, принадлежит а.

MN // АС

2. Д/п:
NK – средняя линия

АВС, по п.1 NK // АМ

 AMNK – параллелограмм ( по определению )

 По свойству сторон MN = АК; NК – средняя линия, АК = КС

АС = АК + КС = 2МN,

МN = ½ АС.

Средней линией трапеции называется отрезок, соединяющий середины боковых сторон.

Докажем свойство средней линии трапеции.

Свойство: Средняя линия трапеции параллельна основаниям и равна их полусумме.







Дано: 
АВСD: ВС // AD







MN – средняя линия.







Доказать:
MN = ½ ( ВС + AD )







MN//BC//AD
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Доказательство

1. Д/п: 
BN, BN
АD = L
2. Рассмотрим 

BCN и 
LDN
1) СN = ND ( по опр. средней линии )

2)     BCN = 
NDL ( свойство накрест лежащих углов )

3)     CNB = 
DNL ( свойство вертикальных углов )

Значит
 BCN = 
LDN ( по стороне и двум прилежащим к ней углам )

3. По определению равенства треугольников BN = NL, BC = DL

4. MN – средняя линии 
ABL
По свойству средней линии треугольника 
MN // AL,

по определению трапеции BC//AL,

по признаку параллельности прямых BC // MN // AD.

5. По свойству средней линии треугольника 
MN = ½ AL

AL = AD + DL ( аксиома измерения отрезков );

BC = DL ( по доказанному )

MN = ½ ( AD + BC )
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Интерес к задачам о трапеции повысится, если ввести понятие второй средней линии.

Введение этого компонента позволяет изучить новые свойства различных фигур.
Докажем три свойства второй средней линии трапеции.

Свойство 1 : Средние линии трапеции в точке пересечения делятся пополам.







Дано: 
АВСD: ВС // AD







LM – средняя линия.






РK – средняя линия







Доказать:
LO = OM









PO = OK
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Доказательство

1.Д/п: 
BD
2.BP=PC; CM=MD; по определению PM–средняя линия
   ВСD.

   По свойству средней линии треугольника РМ // ВD, РМ = ½ ВD

3.AL = LB; AK = KD, по определению LK–средняя линия
   ВAD.

   По свойству средней линии треугольника LK // ВD, LK = ½ ВD.

4.РМ // ВD, LK // ВD, по признаку параллельности прямых РМ//LK,

   РМ = ½ ВD, LK = ½ ВD, значит РМ = LK.

   По признаку LPMK – параллелограмм. 

5.По свойству диагоналей параллелограмма РО = ОК, LO = ОМ.

Свойство 2 : Если средние линии трапеции равны, то диагонали трапеции перпендикулярны.







Дано: 
СВАD: ВС // AD






LM=РК, LM и РК–средние линии






Доказать:
DB _ АС

Доказательство

1.BP=PC; CM=MD; по определению PM–средняя линия
   ВСD.

   По свойству средней линии треугольника РМ // ВD, РМ = ½ ВD

2.AL = LB; AK = KD, по определению LK–средняя линия
   ВAD.

   По свойству средней линии треугольника LK // ВD, LK = ½ ВD.

3.РМ // ВD, LK // ВD, по признаку параллельности прямых РМ//LK,

   РМ = ½ ВD, LK = ½ ВD, значит РМ = LK.

   По признаку LPMK – параллелограмм. 

4.LM = PK, по признаку LPMK – прямоугольник.

5.По определению 
 P = 
L =  
 M = 
   K = 90

   
1 = 
 2 ( свойство соответственных углов )

   
2 = 
 3 ( свойство соответственных углов ), следовательно

   
1 = 90 , значит 
 3 = 90 , DB _ АС.
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Свойство 3 : Если диагонали трапеции перпендикулярны, то средние линии трапеции равны.







Дано: 
АВСD: ВС // AD







ВD _ АС







Доказать:
РК = LM
Доказательство

1.BP=PC; CM=MD; по определению PM–средняя линия
   ВСD.

   По свойству средней линии треугольника РМ // ВD, РМ = ½ ВD

2.AL = LB; AK = KD, по определению LK–средняя линия
   ВAD.

   По свойству средней линии треугольника LK // ВD, LK = ½ ВD.

3.РМ // ВD, LK // ВD, по признаку параллельности прямых РМ//LK,

   РМ = ½ ВD, LK = ½ ВD, значит РМ = LK.

   По признаку LPMK – параллелограмм. 
4.
1 = 
 2 ( свойство соответственных углов )

   
2 = 
 3 ( свойство соответственных углов ), следовательно
         1 = 
3

   
1 = 90 , значит 
 3 = 90 .

5.
В = 90 , по определению LPMK – прямоугольник.

6.РК = LM ( свойство диагоналей прямоугольника ).

Признак трапеции : Если средние линии трапеции перпендикулярны, то она равнобедренная.







Дано: 
АВСD: ВС // AD







РК _ LM







Доказать:
АВ = СD
Доказательство

1.Рассмотрим прямоугольные треугольники РОМ и LОК

   LO = ОM; РО = ОК ( по свойству средних линий трапеции: диагонали в точке пересечения делятся пополам ), значит 
   

РОМ =
КОL ( по двум катетам ).
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2.По определению равенства треугольников LK = РМ.

3.Рассмотрим прямоугольные треугольники LРО и МКО

   LO = ОM; РО = ОК ( по свойству средних линий трапеции ), значит 
   

LРО =
МОК ( по двум катетам ).

4.По определению равенства треугольников LР = КМ.

5.LK = РМ, LР = КМ, следовательно
LРМК – параллелограмм ( по признаку )

6.РК _ LМ, следует, что 
LРМК (по признаку) – ромб.

7.По свойству сторон ромба LР = РМ = КМ = LK

8.LМ // AD (свойство средней линии трапеции )

   

1 = 
2 = 90  ( свойство соответственных углов )

   

2 + 
3 = 180  ( свойство смежных углов )

   

3 = 180-90 = 90



7 = 90 -
5



6 = 90 -
4



4 = 
5 ( свойство диагоналей ромба )


Следовательно 
7 = 
6

9. Рассмотрим 
АLК и 
DМК


LK = МК, 
7 = 
6 ( по доказанному ), АК = КD ( по опр. ср. линии)


Значит 
АLK = 
DМК ( по двум сторонам и углу между ними)

10.По определению равенства треугольников АL = МD,


по определению ср. линии АL = LВ, СМ = МD,


следовательно АВ = СD.

Обратная теорема :  (свойство равнобедренной трапеции) : Если трапеция равнобедренная, то средние линии перпендикулярны.







Дано: 
АВСD: ВС // AD







АВ = СD







Доказать:
РК _ LM
Доказательство

1. РК и LМ – средние линии трапеции 
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По свойству средней линии LO = ОM; РО = ОК,

По признаку LРМК - параллелограмм.

2. По условию АВ = СD,

по определению ср. линии АL = LВ, СМ = МD,

следовательно LВ = СМ.

3.
Рассмотрим 
LВР и 
РСМ

LВ = СМ, ( по доказанному )

ВР = РС ( по опр. ср. линии)


  В =    С ( как углы при основании равнобедренной трапеции )

Значит 
LВР =   МСР ( по двум сторонам и углу между ними )

4. По определению равенства треугольников LР = РМ

5. По определению    
LРМК – ромб.

6. По свойству ромба РК _ LМ.
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Теорема Чевы и обратная ей  позволяют решить некоторые задачи на построение.

Теорема Чевы :  Из вершины А треугольника АВС к стороне ВС проведен отрезок АА , из вершины В – ВВ , из вершины С – СС . Прямые АА , ВВ , СС  пересекаются в точке D.

Доказать, что АВ    СА    ВС     = 1.




    В С   А В   С А

Дано: 
АВС,






АА
BB
CC = D







Доказать:
АВ    СА    ВС     = 1.









В С   А В   С А

Доказательство

1.
1 = 
2 ( свойство вертикальных углов )

По теореме об отношении площадей треугольников


АDВ    АD DB

BDA    DB DA  


*
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2. 
3 = 
4 ( свойство вертикальных углов ) 


А DC    DА   DС
**


ADC     С D  АD  
По теореме об отношении площадей






треугольников

3. 
5 = 
6


ВDC    ВD   DС

СDВ    В D  DС

По теореме об отношении площадей





треугольников 

4.Перемножим левые и правые части 


АDВ   
А DC    
ВDC       АD  DВ  DA  DC  ВD DC  
BDA   
ADC     
СDВ       DВ  DA  С D  AD  В D DС      

5.      АDВ    
А DC    
ВDC

        BDС   
ВDА     
АDС

(Переставили множители так, чтобы бралось отношение площадей треугольников, у которых стороны составляли стороны треугольника АВС )

6.
АDВ и 
В DC имеют общую высоту DК . По свойству площадей треугольников, имеющих общую высоту 



АDВ      АВ 



В DC     В С 

7.Аналогично для 
ВDA  и 
А DC, 
ADC  и 
С DВ,



А DC   А С , 


ВС D   ВС , 
следует



BDA    А В


ADC    С А 


АDВ   
А DC    
ВDC     АВ  А С ВС   .


B DС   
ВDА     
АDС     В С  А В  С А

Обратная теорема Чевы :  Из вершины треугольника АВС проведены отрезки прямых АА ,ВВ ,СС  до пересечения с противоположными сторонами в точках А , В , С  соответственно. При этом выполняется равенство  АВ    СА    ВС  . Доказать, что





 В С   А В   АС 

Отрезки пересекаются в одной точке.
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Дано: 
АВС, АА ,ВВ ,СС 








АВ    СА    ВС     = 1.









В С   А В   С А







Доказать:
АА
BB
CC = D
Доказательство

Пусть отрезок АА  и ВВ  пересекаются в некоторой точке D  внутри треугольника АВС. Проведем прямую СD до пересечения со стороной АВ в точке С .

Тогда на основании прямой теоремы Чевы

АВ    СА    ВС     = 1,

В С   А В   С А

По условию

АВ    СА    ВС     = 1,
следовательно

В С   А В   АС 

ВС 
ВС 
= 1, 


     С А
АС

т. е. точки С  и С  совпадают, а поэтому СС проходит через точку D  . 

Из обратной теоремы Чевы следует, что т. В и т. D лежат на одной прямой.

Докажем еще одну важную теорему.

Теорема :  Прямая, соединяющая точку пересечения продолжения боковых сторон трапеции с точкой пересечения её диагоналей делит основания трапеции пополам. ( т. е. Содержит вторую среднюю линию ).

Дано: 
АВСD, ВC // AD.







АВ
DC = M,   MO
ВС = К







АС
ВD = О,   МО
АD = Р







Доказать:
ВК = КС, АР = РD
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Доказательство

1.По определению трапеции ВС // АD 

По обобщенной теореме Фалеса
ВМ
МС

МА
МD

2. По теореме Чевы

АР   СD   МВ 
, т. к.
ВМ
СD

РD   СМ   ВА

ВА
СМ

АР
 , следовательно  АР = РD, Р – середина АD.
РD

3. 
АОР
       СОК ( по двум углам )



АР
РО

СК
ОК

4. 
ВОК
      DOP ( по двум углам )


DР
ОР

ВК
ОК

Следовательно   АР
DР ,

АР
СК , так как АР = РD.



       СК
ВК

DР
ВК

СК


ВК

т. е. СК = ВК, К – середина ВС.
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Доказанные теоремы позволяют решить следующие задачи на построение.

Задача № 1 

Если средние линии  трапеции равны , то точки E , F , K , L

принадлежат одной окружности 
 






Дано:  АВСD - трапеция










KL и EF – средние линии









KL = EF

Доказать:E , K , F , L
принадлежат одной окружности 

Доказательство
1. По св-ву KO = OL ; EO = OF 

2. По условию EF = KL , следует KO = OL = EJ = OF  то есть точки K , L , E , F  равноудалены от точки О , значит лежат на окружности с центром O и радиусом EO 
Задача № 2

Доказать , что сумма квадратов средних линий трапеции равна половине суммы квадратов ее диагоналей 

  





Дано:  АВСD - трапеция










KL и EF – средние линии








Доказать:
      KL + EF = ½ ( AC + BD )

Доказательство
1. По свойству KO = OL ; EO = OF ,следовательно по признаку 

EKFL – параллелограмм

2. Так как сумма квадратов сторон параллелограмма равна  сумме квадратов его диагоналей

2LF + 2LE = LК + ЕF
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3. По свойству средней линии треугольника 

LF = ½ АС

LE = ½ ВD

2( ½ АС)  + 2( ½ ВD)  = LК  +ЕF

½ АC  + ½ ВD  = LК  + ЕF

½ ( АС + ВD  ) = LК  + ЕF

Теоремы, которые мы доказали, облегчают решение следующих задач на построение.

Задача № 1. Решим эту задачу с помощью циркуля и линейки.

Дано:









АВСD, BC // AD

Построить: КН
1. ВК = КС

2. АН = НD

Ход построения:

1. построим середину AD

2. построим середину ВС

3. КН – искомая.

Задача № 2. Решим предыдущую задачу с помощью линейки

Дано:








АВСD, BC // AD

Построить: КН

1. ВК = КС

2. АН = НD

Ход построения:

1. продлим АВ и СD

АВ
СD
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2. ВD, АС – диагонали
ВD   АС = О
3. О О    ВС = К

О О    АD = Н

4. КН – искомая.

Задача № 3  Дан треугольник АВС. Строятся всевозможные отрезки МN с концами М и МN на сторонах ВС и АС, параллельные стороне АВ треугольника. Найдите геометрическое место точек пересечения диагоналей трапеции АВМN.

Для решения этой задачи достаточно воспользоваться выводом из обратной теоремы Чевы: середины оснований трапеции, точка пересечения диагоналей и точка пересечения продолжений боковых сторон трапеции принадлежат одной прямой.

Дано:








АВС, МN // АВ

МN: ВМ
АN



МС
NС
Построить: Х – ГМТ пересечения диагоналей трапеции АВМN.

Ход построения:

1. Деление отрезка АВ пополам.

2. СD – искомый, не включая 

точек С и D.

Задача № 4  В неравнобокой трапеции постройте точку, равноудаленную от боковых сторон и концов меньшего основания.
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Дано:







3. 
АВСD – неравнобедренная трапеция
1. Построить: Х 

1. Х равноудалена от боковых сторон.

2. Х равноудалена от В и С.

Ход построения:

2. Продлим АВ и СD.

3. АВ   CD = О

4. Построение биссектрисы

5. 
АОD – ОК

6. Деление отрезка ВС пополам

m - серединный перпендикуляр.

4.
m
  OК = Х


Х – искомая.

Для решения следующей задачи на построение необходимо доказать, что середины отрезков с концами на боковых сторонах трапеции и параллельных основаниям, расположены на прямой, проходящей через точку пересечения диагоналей трапеции 








Дано:  АВСD - трапеция










KL // AD // BC 









K  AB , L  CD








MH-вторая cредняя линяя 




Доказать:KP=PL 

Доказательство
1. BE и СF

BC // KL , следовательно    BCFE –трапеция
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По св-ву трапеции EP=PF

По т. Фалеса т.к BC // KL // AD, то 

         AK     DL    AK     DL
     KB     CL ,  AB     DC                                  KE     AK

2.   AKE             ABC ( по двум углам ) следует    BC     AB          











  FL     DL

3.   DFL              DBC ( по двум углам ) следует    BC     DC 

4.  Из подчеркнутого следует       FL     KE







 BC     BC, следует FL = KE

KP = KE + EP = PF + FL = PL

Задача 

Была трапеция, проведены средняя линия ЕF, диагонали, из точки пересечения диагоналей проведен перпендикуляр ОК на основание. Всё стёрли, кроме ЕF и ОК. Восстановите трапецию.

Дано:  EF- средняя линия 

ОК _ АD
    
     Построить:   ABCD : BC // AD
Ход построения









1) делим отрезок ЕF пополам 








2) ОР









3) построение _ через точку, 






 лежащую на прямой   m _ ОК









 К
ОК









4) МF









5) n // MF; n
m = A








6) окр. (М; АМ)









    окр. (М; АМ)
 m = D









7) FD: FD
n = C








8) С
 b; b // EF









9) AE   b = B









10) ABCD - искомый
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