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Диофантовые уравнения – это уравнения вида P(x, y, …, z)= 0, где  P(x, y, …, z) – многочлен от нескольких переменных с целыми коэффициентами. Решить диофантовое уравнение- это значит выяснить следующие:

1. Имеет ли она хотя бы одно целочисленное решение.

2. Конечно или бесконечно число его целочисленных решений.

3. Найти все его целочисленные решения.

В своей работе я рассматриваю несколько частных случаев диофантовых уравнений.

В главе 1  рассматривается методика решения линейных диофантовых уравнений с двумя переменными типа ax + by = c. Существует теорема, что общее решение задается формулой x = x 0 – bt, y = y 0 + at . Предлагается задача: Вор по имени Бильбо, попал в сокровищницу дракона. Его внимание привлекли две горы серебряных и золотых слитков. Бильбо решил украсть их. Каждый золотой и серебряный слиток весят соответственно 7 кг и 5 кг, а бедный ослик, помощник Бильбо, может увести на себе только 43 кг. Сколько же серебряных и золотых слитков может прихватить с собой Бильбо? Получаем уравнение 

7x + 5y = 43.Так как au + bv = 1, используя алгоритм Эвклида,  находим частное решение по формулам x0 = uc, y 0 = vc   


В главе 2 предложена методика решения уравнения вида Bxy + Dx + Ey + F =0, и в соответствии с теорией решается уравнение:

  2xy + 5x + 56y + 7 = 0.  

            В главе 3 рассматривается теория фигурных чисел. Числа, из которых можно составить правильный n-угольник, называются фигурными числами. К примеру, треугольные числа – это числа 3, 6, 10 и т. д.  Разбирается задача нахождения четырехугольных числел, которые одновременно являются и пятиугольными. Используем формулы подсчета четырехугольных и пятиугольных чисел: Кn = n2 , Пn = 1/2n(3n-1), 

Kn = Пm, то есть n2= 1/2*m(3m-1). Решаем диофантовое уравнение, приводим его к однородному виду типа    A x2  + By2 + C =0. Получаем уравнение: -3x2 + 2y2 - 2 = 0. Для данных уравнений существуют рекуррентные формулы 

Xk+1 = Axk+ Byk 

Yk+1 = CXk + Dyk
Используя частные решения ( x1;y1),(x2;y2),(x3;y3), находим коэффициенты для нашего случая Xk+1 = 5xk+ 4yk, Yk+1 = 6xk + 5yk.

Находим одно из целочисленных решений, удовлетворяющих уравнению      

 n2= 1/2*m(3m-1)и являющимся четырехугольным и одновременно пятиугольным числом.

 Диофатовые уравнения применяются в автоматизированных системах управления, в криптографии, в теории принятия решений и во многих других областях.

Лично для меня эта тема была очень интересна. Сейчас по курсу 9 класса мы проходим системы уравнений с несколькими неизвестными и прогрессии, поэтому проблема решения диофантовых уравнений является для меня неким углублением знаний в этой области.
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                                              Введение

Еще с древних времен люди пытались решить различные задачи, для этого они составляли разнообразные уравнения. Так как общей теории для решения уравнений  не существовало, то древние математики для каждого уравнения искали свои специфичные методы. Прошло уже несколько тысяч лет, и в наше время для большинства уравнений существуют свои алгоритмы решений, но есть такой тип уравнений, который у нас также  как и у древних людей, вызывает трудности, ибо для него не существует определенной схемы решения, и каждое уравнение этого типа решается специфично. Но, несмотря на все сложности этот тип уравнений, вновь и вновь применяется в практике. Такие уравнения называются диофантовыми. 

Лично для меня эта тема была очень интересна. Сейчас по курсу 9 класса мы как раз прошли системы уравнений с несколькими неизвестными, и тема диофантовых уравнений является для меня неким углублением знаний в этой области. Поэтому в данной исследовательской работы я поставила цель изучить некоторые методы решения диофантовых уравнений и применить эти методы в практических задачах.

Вообще, произвольное уравнение (но, как правило, все-таки с целыми коэффициентами) получает титул "диофантово", если хотят подчеркнуть, что его требуется решить в целых числах, т.е. найти все его решения, являющиеся целыми. Название «диофант» произошло от Александрийского математика Диофанта, который интересовался решениями уравнений в целых числах еще в третьем веке нашей эры и, надо сказать, делал это весьма успешно.

 Диофантовые уравнения – это уравнения вида P(x, y, …, z)= 0, где  P(x, y, …, z) – многочлен от нескольких переменных с целыми коэффициентами. Решить диофантовое уравнение- это значит выяснить следующие:

4. Имеет ли оно хотя бы одно целочисленное решение.

5. Конечно или бесконечно число его целочисленных решений.

6. Найти все его целочисленные решения.

                                           Глава1

Линейные диофантовые уравнения c двумя неизвестными

Наиболее простым случаем диофантовых уравнений является линейные диофантовые уравнения. Это уравнение вида: 

             аx + by = c 

            где a , b , c Z ; a и b - не нули. 

 
Для решения линейных диофантовых уравнений существует следующий алгоритм решения.  Для начала необходимо ознакомиться со следующей теоремой:

Теорема. Пусть ( a , b ) = 1. Это означает, что найдутся такие u и v из Z , что 

au + bv = 1, причем эти u и v мы предлагаем найти по алгоритму Евклида. ( x 0 , y 0 ) - частное решение диофантова уравнения ax + by = c . Тогда его общее решение задается формулами: 

	


	x = x 0 – bt 
y = y 0 + at . 


Но как же искать то самое частное решение {x 0 , y 0}. Мы договорились, что ( a , b ) = 1. Умножим теперь равенство au + bv = 1 на c и получим:  а( uc ) + b ( vc ) = c , т.е. x 0 = uc ,  y 0 = vc . 

Давайте  теперь на практике убедимся, что этот алгоритм работает. Опираясь на сюжет книги моего любимого писателя-фантаста Дж. Р.Р. Толкиена « Туда и обратно»  я придумала задачку:

Взломщик по имени Бильбо, попал в сокровищницу дракона. Его внимание привлекли две горы серебряных и золотых слитков. Бильбо решил украсть их. Каждый золотой и серебряный слиток весят соответственно 7 кг и 5 кг, а бедный ослик, помощник Бильбо, может увести на себе только 43 кг. Сколько же серебряных и золотых слитков может прихватить с собой Бильбо?                                                                                                     

7x + 5y = 43 

Включаем алгоритм Евклида: 5 = 0*7 + 5 

                                                    7 = 1*5 + 2 

                                                    5 = 2*2 + 1 

                                                    2 = 2*1 + 0 

Значит, наибольший общий делитель чисел 7 и 5 равен 1 , а его линейное выражение таково: 

1 = (1*5)+(-2*2)=(-2*7)+(3*5) 


т.е. u = -2 , v = 3. Частное решение:  x 0 = uc = (- 2) · 43 = -86 
                                                                          y 0 = vc = 3 · 43 = 129. 

Мы получаем, что

x0 = -86

y0 = 129
Отсюда следует, что

x = -86 + 5n
y = 129 - 7n

       Конечно, если Бильбо добавит в сокровищницу дракона 86 золотых слитков, то в соответствии со значением x0 , y0, Бильбо может смело забрать 129 серебрянных слитков, однако не трудно заметить, что есть более разумное решение: при n= 18, Бильбо с почетом увезет 4 золотых и 3 серебряных слитка и обеспечит себя материально на всю жизнь.         


                                                
  Глава 2


            Уравнение вида Bxy + Dx + Ey + F = 0

 Bxy + Dx + Ey + F = 0
Данное уравнение можно привести к виду

Bxy + Dx + Ey = -F 

B2xy + BDx + BEy =  -BF 

B2xy + BDx + BEy + DE = DE - BF 

(Bx + E) (By + D) = DE - BF 
Чтобы найти неизвестные x и y необходимо найти все делители  DE – BF.

Пусть d1..dn - набор делителей DE – BF, тогда

Bx+ E =di 

Bx= di – E

x =(di –E) / B

By+D=(DE - BF) / di

By = (DE - BF) / di – D

y =  (( DE - BF) / di – D) / B

Рассмотрим следующий пример: 

  2xy + 5x + 56y + 7 = 0. 

делители DE - BF = 5*56 - 2*7 = 266 это: ±1, ±2, ±7, ±14, ±19, ±38, ±133, ±266. 

Рассматривая каждый делитель (2x + 56) (2y + 5) = 266 находим x и y: 


d1 = 1: x = (1-56)/2 = -55/2, y = (266/1-5)/2 = 261/2 


d2 = -1: x = (-1-56)/2 = -57/2, y=[266/(-1)-5]/2 = 271/2 


d3 = 2: x = (2-56)/2 = -27, y = (266/2-5)/2 = 64 


d4 = -2: x = (-2-56)/2 = -29, y = [266/(-2)-5]/2 = -69 


d5 = 7: x = (7-56)/2 = -49/2, y = (266/7-5)/2 = 33/2 


d6 = -7: x = (-7-56)/2 = -63/2, y = [266/(-7)-5]/2 = -43/2 


d7 = 14: x = (14-56)/2 = -21, y = (266/14-5)/2 = 7 


d8 = -14: x = (-14-56)/2 = -35, y = [266/(-14)-5]/2 = -12 


d9 = 19: x = (19-56)/2 = -37/2, y = (266/19-5)/2 = 9/2 


d10 = -19: x = (-19-56)/2 = -75/2, y = [266/(-19)-5]/2 = -19/2 


d11 = 38: x = (38-56)/2 = -9, y = (266/38-5)/2 = 1 


d12 = -38: x = (-38-56)/2 = -47, y = [266/(-38)-5]/2 = -6 


d13 = 133: x = (133-56)/2 = 77/2, y = (266/133-5)/2 = -3/2 


d14 = -133: x = (-133-56)/2 = -189/2, y = [266/(-133)-5]/2 = -7/2 


d15 = 266: x = (266-56)/2 = 105, y = (266/266-5)/2 = -2 


d16 = -266: x = (-266-56)/2 = -161, y = [266/(-266)-5]/2 = -3 

Решениями диофантового уравнения являются только целые числа, следовательно, нам подходят только следующие решения: (-27;64), (-29;-69), (-21;7), (-35;-12), (-9;1), (-47;-6), 

(105;-2), (-161;-3).
                                                    Глава 3

                      Фигурные числа и диофантовые уравнения.

Рассмотрим одно из интересных приложений диофантовых уравнений. Нарисуем три точки (рис.1). Если соединить их попарно, получится правильный треугольник. Сколько же точек нужно добавить, чтобы «впечатление» треугольника сохранилось? Ответ найти не трудно: четыре. Попытаемся теперь выяснить, сколько точек нужно иметь, чтобы из них можно было составить «треугольную конфигурацию»?

В наших примерах (рис. 2, 3, 4) сначала точек было 3, 6, 10, 15, 21, 28. Эти числа называются треугольными. Нетрудно заметить, что:

3= 1+2

6= 1+2+3

10= 1+2+3+4

Значит, если n-е треугольное число обозначить через Тn и считать, что 
Т1 = 1, то Тn = 1+ 2+3+ .. + n. 

Данное выражение преобразовывается к виду

Тn= ½*n (n+1) 

Кроме треугольных чисел существуют числа квадратные, пятиугольные и т. д. (рис.5,6). Они связаны соответственно с квадратом и с правильным пятиугольником.



рис.1
                 рис.2
  
рис.3




 

рис.4




рис.5

Обозначим n-е квадратное число через Кn , n-е пятиугольное число через Пn, тогда

Кn = n2 , Пn = 1/2n*(3n-1)

Чтобы найти любое к-угольное число существует формула:

F(k)n= ½ n [ (k-2)n + 4 - k]

Задача:

Найдем четырехугольные числа, которые одновременно являются пятиугольными.

Данная задача сводится к уравнению Kn = Пm, то есть n2= 1/2m(3m-1).
Это уравнение диофантовое, решим его: 

n2= 1/2m(3m-1)
Приведем данное уравнение к виду  A x2  + By2 + C =0

Умножим обе части уравнения на 8

16 n2 -24 m2  +8m =0

(4n) 2 + (-24m2  + 8m) =0

x = 4n

x2 –24m2 +8m =0

Умножим обе части уравнения на –3
-3x2 +72m2 –24m =0

-3x2 + 2(36m2-12m) = 0

-3x2  +2((-6m) 2  + 2(-6m) +1) – 2 = 0

-3x2  + 2 (-6m + 1) 2 – 2 =0

 y = -6m + 1

-3x2  + 2y2 - 2 = 0 

Данное уравнение называется однородным 

Для нахождения корней однородного уравнения существуют рекуррентные формулы:

Xk+1 = Axk+ Byk
Yk+1 = Cxk + Dyk
Для начала надо найти коэффициенты A, B, C, D.

Теперь необходимо найди первые три  последовательные пары целых решений уравнения, для этого выразим y через x :

                     3x2 + 2
                                          3x2 + 2 


y  =  +

                                  y =      


               2

                                   2

Получаем, что уравнению удовлетворяют следующие пары чисел    

( 0; 1), (4; 5 ), ( 40 ; 49 ) .

Подставим первые  две пары чисел в рекуррентные формулы. Получаем:

4 = A * 0 + B * 1       B = 4 

5 = C * 0 + D * 1       D = 5

Теперь подставим вторую и третью пару в рекуррентные формулы. Получаем:

40= A * 4 + 4 * 5       A = 5

49 = C * 4 + 5 * 5      C = 6

Xk+1 = 5xk+ 4yk

Yk+1 = 6xk + 5yk
Теперь найдем необходимые нам n и m.

n = x / 4

m = (1- y ) / 6

Так как n, m - натуральные числа  и n>1, m>1 , то  x > 0, x - кратно 4; (1-y) > 0, y <0, 

( 1-y ) – кратно 6.

Очевидно, что, если Yk+1 >0  является решением уравнения 

-3x2  + 2y2 - 2 = 0, то и -(Yk+1) также является решением данного уравнения. Воспользуемся этим и найдем пары решений удовлетворяющие этим условиям.                                                                                                              

(0;1) , (0;-1)

(4;5), (4;-5)

(40; 49), (40; -49)

(396; 485), (396; - 485)

Очевидно, что первая пара, удовлетворяющая всем условиям, является (396; - 485). Подставляем данную пару решений в формулы

 n = x / 4            n = 396/4             n =99

 m = (1- y ) / 6    m = (1+ 485) / 6   m =81 

 K99 = (99) 2 = 9801 
 П81 = ½ * 81 (3 * 81 - 1)= 9801

  Постольку,  число целочисленных решений уравнения n2= 1/2m*(3m-1) бесконечно, то соответственно количество чисел, являющихся одновременно квадратными и пятиугольными, также бесконечно. Одним из этих чисел является найденное нами число 9801.

                                                     Заключение
Сегодня диофантов анализ - это обширная, сложная область теории чисел, которой посвящена многочисленная научная литература. Диофантовые уравнения применяются в автоматизированных системах управления, в криптографии, в теории принятия решений, в математической теории и во многих других областях. При этом полная теория разработана лишь для линейных уравнений. Анализ даже простейшего нелинейного диофантова уравнения может представить огромнейшие трудности. Такое уравнение может вообще не иметь решения, может иметь бесчисленное множество решений или, наконец, может обладать произвольным конечным числом решений. Множество такого рода уравнений - причем настолько простых, что они понятны даже ребенку - упорно сопротивляется всем попыткам найти их решение или же доказать, что такое решение невозможно. Следовательно, изучение методов рушений диофантовых уравнений (некоторые из которых предложены в моей работе) обогащает знания в области математики, но дает возможность решать любые уравнения в целых числах.   

                       Список используемой литературы

1. Г. Г. Хамов, «Элементы теории диофантовых уравнений в задачах и упражнениях» Ленингр. гос. пед. ин-т им. А. И. Герцена, 72,[1] с. 20 см,  Л. ЛГПИ 1986 

2. Г. Г. Хамов, «Диофантовы уравнения второй степени с двумя переменными», Ленингр. гос. пед. ин-т им. А. И. Герцена, 67,[1] с. 20 см, Л. ЛГПИ 1988 

3. И. Михайлов, Физико-математический журнал «Квант» №6, 

         «О диофантовом анализе», 1980,
      4.  А.Д. Бендукидзе, Физико-математический журнал «Квант» №6                                                          
         «Фигурные числа»,1974. 5 эзеипляров
PAGE  
1

