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Наш доклад посвящен вопросу дистрибутивных раскрасок графов решеток.

Вначале введём некоторые определения. Графом называется множество элементов - вершин, при этом неупорядоченная пара вершин называется ребром, а упорядоченная пара – ориентированным ребром (дугой). Если в графе допускается наличие кратных ребер (т.е. соединяющих одну и ту же пару вершин), а также петель (ребер, исходящих и входящих в одну и ту же вершину), то данный граф называется псевдографом. Раскраской графа называется присвоение его вершинам каких-либо цветов. Под  арифметически дистрибутивной (далее – просто дистрибутивной), или совершенной раскраской мы подразумеваем такую раскраску графа, что у каждой вершины какого-либо цвета строго определённое количество смежных вершин каждого из цветов (смежными вершинами называются вершины, соединённые с данной ребром). Поясним понятие дистрибутивности на примере графа Петерсена. 
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Вершины графа раскрашены в три цвета: (, (, (. Видно, что каждая вершина цвета ( смежна с тремя вершинами цвета (, каждая вершина цвета ( – с двумя вершинами цвета ( и одной (, а каждая вершина ( – с одной ( и двумя (. Это свойство можно записать в виде матрицы.
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Цифры в матрице означают количество ребер, соединяющих каждую вершину цвета, указанного в строке, с вершинами цвета, указанного в столбце. Матрицы такого типа, используемые для описания совершенных раскрасок, называются матрицами дистрибутивности. 

Отметим, что для раскрашенного графа и матрицы, описывающей его раскраску, характерны следующие свойства: 

1) все вершины любого из цветов имеют одинаковую степень (количество исходящих ребер), 

2) сумма чисел в строке матрицы, соответствующей данному цвету, равна этой степени. 

Матрицы являются удобным приемом для описания дистрибутивных раскрасок, так как, если задан определенный граф и количество цветов в раскраске, то все дистрибутивные раскраски данного графа можно описать ограниченным числом матриц, что значительно облегчает поиск раскрасок. Хотя при этом некоторым матрицам может не соответствовать ни одной раскраски, а некоторым – несколько, и в этом заключается некоторая сложность нашего исследования.

Таким образом, исследуемый в нашем докладе вопрос звучит так: если задан граф (класс графов), и параметры раскраски (количество цветов), определить, какие матрицы могут быть матрицами дистрибутивности таких графов. Поскольку в общем виде такая задача весьма сложна и разнообразна, мы ограничились рассмотрением матриц дистрибутивности для раскрасок графов решеток второй и третьей размерностей в два цвета. Уже на этом этапе мы нашли некоторые интересные свойства и закономерности, соответствующие данной проблеме, а также обнаружили несколько приемов, позволивших значительно упростить поиск раскрасок.

Введем определение k-мерной решетки. Вершины данного графа имеют вид набора целых чисел (a1, a2, …, ak), где ag означает координату вершины по оси g в k-мерном пространстве. Две вершины смежны, если соответствующие наборы (a1, a2, …, ak) и (b1, b2, …, bk) отличаются в точности в одной компоненте в точности на 1, т.е. существует такое i({1…k}, что ‌‌ai – bi ‌=1 и aj = bj  при j ≠ i.

Для решения поставленной задачи определим понятие геометрически дистрибутивной раскраски на примере графа трехмерной решетки. Будем обозначать координаты точек в трехмерном пространстве через (x; y; z). Пусть задана какая-то раскраска графа трехмерной решетки. Для каждой вершины ν(x, y, z) обозначим через x+(ν), x-(ν), y+(ν), y-(ν), z+(ν), z-(ν) цвета вершин (x+1; y; z), (x-1; y; z), 
(x; y+1; z), (x; y-1; z), (x; y; z+1), (x; y; z-1) соответственно. Раскраску трехмерной решетки назовем геометрически дистрибутивной, если для любых двух вершин одного и того же цвета α наборы (x+, x-, y+, y-, z+, z-) для этих вершин одинаковы и равны (x+(α), x-(α), y+(α), y-(α), z+(α), z-(α)). Аналогично определяется понятие геометрически дистрибутивной раскраски для k-мерных решеток. Ясно, что любая геометрически дистрибутивная раскраска является арифметически дистрибутивной, но обратное не верно. 

Каждой геометрически дистрибутивной раскраске k-мерной решетки мы ставим в соответствие диаграмму (ориентированный псевдограф с помеченными дугами) следующим образом.  В качестве множества вершин этого псевдографа рассмотрим множество всех цветов рассматриваемой раскраски. Из каждой вершины α проведем исходящие дуги с пометками x, y, z (для трехмерной раскраски, для k-мерной – соответственно с k пометками) в вершины x+(α), y+(α), z+(а) соответственно. Тогда в вершину α будут входить дуги с пометками x, y, z из вершин x-(α), y-(α), z-(α), т.к. x-(x+(α))=y-(y+(α))=z-(z+(α))=α .
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Таким образом, каждая вершина полученного ориентированного псевдографа Γ инцидентна в точности одной исходящей и одной входящей дуге с пометкой x (аналогично с пометками y, z).

Если диаграмма соответствует некоторой геометрически дистрибутивной раскраске k-мерной решетки, то она должна иметь следующие свойства:

1. Из каждой вершины входит и выходит по одной дуге с пометками каждого из k измерений

2. В диаграмме отсутствуют нулевые нециклические цепи. (Под нулевой цепью подразумевается цепь дуг, сумма пометок которых (с учетом знака, т.е. направления) равна 0. Нециклическая цепь – это цепь, у которой начало и конец не совпадают.) Наличие нулевой нециклической цепи Р в диаграмме означало бы, что соответствующий этой цепи путь в решетке замкнут (т.е. начинается и заканчивается в одной и той же вершине vo, т.к. сумма пометок равна нулю), но цвет вершины vo в начале цепи Р отличается от ее цвета в конце Р, что невозможно.

Понятие геометрической дистрибутивности используется нами в работе следующим образом.  Все найденные нами арифметически дистрибутивные раскраски могут быть преобразованы в геометрически дистрибутивные путем подразбиения каждого цвета на оттенки. При этом, если у нас имеется матрица дистрибутивности [image: image4.png]


 для какой-либо раскраски, то отношение количеств оттенков первого цвета к количеству оттенков второго цвета должно быть равно c:b, а раскраска в два цвета диаграммы, рассматриваемой как неориентированный псевдограф, полученный при игнорировании направлений дуг, должна быть дистрибутивной с той же матрицей дистрибутивности, что и искомая раскраска решетки. Это означает, что каждая вершина диаграммы, соответствующая оттенку первого цвета, должна быть смежна с a вершинами (оттенками) первого цвета и с b вершинами второго цвета, а вершина, соответствующая оттенку второго цвета – с с вершинами первого цвета и с d вершинами второго цвета.

Таким образом, чтобы полностью описать арифметически дистрибутивную раскраску решетки с матрицей    нужно:

A) Построить диаграмму со свойствами 1 и 2 и ее дистрибутивную раскраску с матрицей [image: image5.png]


, тогда вершины диаграммы рассматриваются как оттенки 1-го и 2-го цветов.

B) По диаграмме восстановить соответствующую ей геометрически дистрибутивную раскраску решетки.

C) В полученной геометрически дистрибутивной раскраске объединить все оттенки каждого из цветов в соответствующий цвет.

Этот способ описания раскрасок удобен в случаях, когда саму решетку трудно или невозможно изобразить.

Далее идут полученные нами результаты:

В ходе работы были выяснены и доказаны следующие утверждения:

1. Раскраски для матриц с главной диагональю вида (2k; a), где k – число        измерений решетки – не существуют.

Действительно, пусть у нас имеется такая матрица. Из нее следует, что из каждой вершины цвета a видны только вершины цвета а. Таким образом, все вершины решетки должны иметь цвет а, что невозможно.

2. Раскраски для матриц с главной диагональю вида (0; n), где 0<n<k, не существуют.
Рассмотрим пару смежных вершин цвета b. По k-1 осям координат (исключая ту, на которой находится эта пара) находятся n-1 смежных вершин цвета b у каждой. Но тогда соседних пар смежных вершин 2k-2, а вершин цвета b всего 2n-2. Таким образом всегда найдется пара смежных вершин цвета а, что невозможно.

3. Раскраски для матриц с главной диагональю вида (m; n) где m>1, n>1, можно  получить из раскрасок для матрицы вида (m-2; n-2) для k-1-мерной решетки, если таковая существует, путем добавления к каждой вершине простого цикла. 

Для всех двумерных матриц, у которых могла бы существовать раскраска, таковая найдена. Для трехмерных не найдена раскраска только для матрицы            

На следующих страницах изображены двумерные матрицы, соответствующие им диаграммы и раскраски, для трехмерных – только диаграммы, кроме получающихся по методу из п. 3.
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